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Vorwort. 


Das im folgenden vorgetragene Verfahren zur raschen Berechnung 
eines Stockwerkrahmens ist, auf praktisch vorkommende Tragwerke 
angewendet, ein Näherungsverfahren. Auf Grund der allgemeinen 
Elastizitätsgleichungen wird jene gesetzmäßige Veränderlichkeit der 
Grundmaße des Tragwerks gesucht, die eine rasche und übersicht- 
liche Auflösung derselben ermöglicht. Die Anwendung der Theorie 
der Differenzengleichungen wurde angestrebt, weil diese das einfachste 
Verfahren liefert, um zu geschlossenen Ausdrücken für die statisch 
unbestimmten Größen bei einem gegebenen Belastungsfalle zu kommen. 
Eine derartige mathematisch festgelegte Veränderlichkeit der Grund- 
maße liegt naturgemäß praktisch nicht vor, sondern muß zunächst 
bei möglichst gutem Anpassen an die tatsächlich gegebenen Ver- 
hältnisse durch kleine Änderungen derselben erreicht werden; die 
empirisch gegebene Veränderlichkeit muß an die gesetzmäßige Ver- 
änderlichkeit, die durch die Möglichkeit einer einfachen Auflösung der 
entstehenden Differenzengleichung gefordert wird, angepaßt werden. 

Beim Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern erreicht man dieses 
Anpassen an eine mathematische Forderung durch kleine Änderungen 
der Trägheitsmomente der einzelnen Glieder; ebenso beim gewöhn- 
lichen Stockwerkrahmen mit gleicher Fachhöhe. Dies ist wohl stets 
zulässig, um so mehr, als für die Berechnung des Tragwerks die 
Querschnittsbemessung nur auf Grund einer mehr oder weniger guten 
Schätzung vorliegt. Das Verfahren ist aber auch für einen Stockwerk- 


rahmen mit verschiedener Fachhöhe anwendbar; die Veränderlichkeit 


der Fachhöhe ist naturgemäß an enge Grenzen gebunden und wohl 
stets so, daß das nächst höhere Fach eine kleinere oder höchstens 
gleiche Fachhöhe wie das betrachtete hat. Da die Fachhöhe h, bei 
lotrechten Ständern in den Koeffizienten der Differenzengleichung nur 
in Verbindung mit dem zugehörigen Trägheitsmoment J,, vorkommt, 





RE h, 

wird es sich nur darum handeln, die Steifigkeitsverhältnisse y—= _—- 
av 

der mathematischen Forderung anzupassen; dies wird mit um so 


geringeren Abweichungen möglich sein, als die größere Fachhöhe mit 
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einer stärkeren Querschnittsausbildung des zugehörigen Gliedes einher- 
gehen wird. Was das Belastungsglied bei Einwirkung wagrechter Kräfte 
anbelangt, ist man an das Gesetz h,= ho” bei lotrechten Ständern 
nicht gebunden, sondern man kann den funktionellen Zusammenhang 
so wählen, wie er den gegebenen Fachhöhen am besten entspricht; 
kleine, für die Dimensionierung belanglose Abweichungen von den 
tatsächlichen Verhältnissen wird man wohl im Interesse einer ein- 
fachen und raschen Rechnung zulassen können. Übrigens hat man 
immer die Möglichkeit, mit Hilfe der im Abschnitte I abgeleiteten 
allgemeinen Formeln, die eine übersichtliche tabellarische Rechnung 
gestatten, eine ganz einwandfreie Berechnung durchzuführen. 

Daß das Verfahren auch für Vierendeelträger symmetrischer Bauart 
anwendbar ist, bedarf wohl keiner besonderen Erörterung. 

Wenn ich zu den vielen Arbeiten, die über mehrteilige Steif- 
rahmenträger bereits existieren, noch eine neue hinzufüge, so geschieht 
dies nur aus dem Grunde, weil dieses Verfahren gegenüber den 
üblichen die bedeutende Rechenarbeit, die mit vielfach statisch un- 
bestimmten Systemen verbunden ist, wesentlich verringert und ver- 
einfacht, bei möglichst guter Berücksichtigung der tatsächlich ge- 
gebenen Verhältnisse. 

Zum Schlusse obliegt mir noch die angenehme Pflicht, der Verlags- 
buchhandlung Julius Springer dafür zu danken, daß sie trotz schwerer 
Zeit durch ihr Entgegenkommen die Herausgabe der Arbeit in muster- 
hafter Weise ermöglichte. 


Prag, im Januar 1923. 


Dr. techn. Josef Fritsche. 
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Einleitung. 


Die technische Literatur der letzten Jahre hat sich eingehend mit 
der Statik der steifen Rahmenträger beschäftigt, so daß die Theorie 
zur Berechnung eines zweistieligen Stockwerkrahmens mindestens in 
statischer Beziehung als erledigt gelten darf. Trotzdem gestaltet sich 
bei Verwendung der vorhandenen Formeln die Berechnung des Stock- 
werkrahmens noch immer zeitraubend und mühselig, weil keine ge- 
schlossenen Ausdrücke für die statisch unbestimmten Größen in einem 
gegebenen Belastungsfalle vorliegen. 


Die Statik der vielfach statisch unbestimmten Systeme kommt im 
wesentlichen auf die Auflösung von n linearen Gleichungen mit n 
Unbekannten hinaus; mathematisch ist es zwar sofort möglich, die 
Lösungen des Gleichungsystems in der Form eines Quotienten zweier 
n-reihiger Determinanten darzustellen, doch ist damit für die wirk- 
liche Ausrechnung wenig erreicht, da die ziffernmäßige Auswertung 
einer n-reihigen Determinante, abgesehen von der Umständlichkeit 
und Unübersichtlichkeit des Verfahrens, viele Möglichkeiten zu Rechen- 
fehlern und Irrtümern bietet. Um die Ausrechnung der Determinante 
zu umgehen, ist man praktisch so vorgegangen, daß man den ge- 
gebenen Belastungszustand in einzelne Teilbelastunzszustände sa rer- 
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entsprechender Weise gebraucht man das Wort „Lösung“ zur Bezeich- 
nung eines Systems von zusammengehörigen Werten von X,, die die 
Differenzengleichung erfüllen. Eine geschlossene Lösung einer Diffe- 
renzengleichung anzugeben ist aber nur dann möglich, wenn die 
Koeffizienten der Unbekannten a, und die Belastungsglieder B, einen 
gesetzmäßigen Bau erkennen lassen. Der Bau der Koeffizienten hängt 
vom Verlaufe der Grundmaße im Tragwerke ab, wobei unter den 
Grundmaßen Trägheitsmoment, Form und Größe der einzelnen Teile 
des Tragwerks zu verstehen sind. Sind die Grundmaße konstant, 
so sind auch die Koeffizienten konstant, und die Differenzengleichung 
entspricht einem Gleichungsystem Clapeyronscher Bauart, bei dem die 
linke Seite der Gleichung die Form 
Kae 
oder 
X,_2+bX,_ı +aX%, + bX,ı1ı + ra 

hat. 

Solche reziprok gebaute Gleichungsysteme sind in der technischen 
Literatur bei durchlaufenden und Vierendeelträgern mehrfach be- 
handelt worden. In Wirklichkeit liegt bei einem Tragwerk wohl stets 
mindestens ein veränderliches Grundmaß vor, und man kann eine 
Berechnung unter der Annahme durchwegs konstanter Grundmaße 
nur als eine in manchen Fällen ausreichende Näherung bezeichnen. 

Will man eine Veränderlichkeit der Grundmaße berücksichtigen, 
so führt dies nur dann auf eine integrierbare Differenzengleichung, 
wenn ihr Verlauf einem bestimmten mathematischen Gesetze folgt, 
wenn sie als Funktion einer Ortskoordinate angegeben werden können. 
Dabei ist zu bemerken, daß ein solcher funktionaler Zusammenhang 
natürlich von vornherein nicht gegeben erscheint; es kann sich nur 
darum handeln, einen solchen aus gegebenen Werten so zu Konstruieren, 
daß die tatsächliche, empirisch auf Grund einer Vorbemessung ge- 
gebene Veränderlichkeit möglichst gut erfüllt ist. 

Erfolgt die Änderung der Grundmaße nach einem bestimmten 
Gesetze, so muß sich daraus zunächst eine Differenzengleichung mit 
veränderlichen Koeffizienten ergeben, die im allgemeinen auch wenig 
Aussichten für eine rasche Integration bietet. Erst wenn es gelingt, 
dieses Gesetz so zu wählen, daß die Koeffizienten der Unbekannten 
konstant, von v» unabhängig werden, ist die Differenzengleichung rasch 
integrierbar geworden. Es ist von vornherein zu erwarten, daß sie 
nicht mehr symmetrisch gebaut sein wird, sondern daß dann die linke 
Seite abweichend von der Clapeyronschen Gleichung die Form 

REN =: ax, 2; bX,r1 
haben wird. Wenn dies gelingt, würde das Integrationsverfahren für 
Tragwerke anwendbar gemacht, deren Grundmaße nicht mehr konstant, 
sondern nach einer bestimmten Funktion veränderlich sind ; dies würde 
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jedenfalls eine Erweiterung des Anwendungsgebietes der Differenzen- 
gleichungen in der Baustatik bedeuten. 

Die vorliegende Arbeit soll zeigen, wie sich die Anwendung obiger 
Gesichtspunkte bei der Berechnung eines zweistieligen Stockwerk- 
rahmens mit veränderlichen Grundmaßen gestaltet, wobei gleich er- 
wähnt sein mag, daß sich ein ähnliches Verfahren für einen Vierendeel- 
träger mit gegen die Mitte zunehmendem Trägheitsmoment entwickeln 
läßt. Der Stockwerkrahmen spielt im Hochbau und im Brückenbau 
eine große Rolle, und es erscheint daher gerechtfertigt, für dieses 
Tragwerk ein Verfahren anzuwenden, das ohne große Mühe und 
Rechenaufwand ermöglicht, die statisch unbestimmten Größen und 
damit den Momentenverlauf im Tragwerke zu berechnen. Einen 
besonderen Wert erhalten die abzuleitenden Formeln dadurch, daß 
es gelingt, ohne Bestimmung vieler Zwischenwerte jedes beliebige 
Moment unabhängig von den anderen zu ermitteln. 

Die Arbeit soll so gegliedert werden, daß im ersten Abschnitte 
allgemein gültige Gleichungen zwischen den statisch unbestimmten 
Größen und der äußeren Belastung für den Stockwerkrahmen mit 
geneigten Ständern angeschrieben werden; dabei soll der Einfluß der 
Formänderungen durch die Längs- und Querkräfte vernachlässigt 
werden. 

Im zweiten Abschnitte sollen‘die Differenzengleichungen für den 
mehrteiligen Rahmenbock (Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern) 
aufgestellt und für solche Belastungsfälle gelöst werden, die im An- 
wendungsgebiete dieses Tragwerkes praktische Bedeutung haben. 

Der dritte Abschnitt enthält die Berücksichtigung eines veränder- 
lichen Trägheitsmomentes beim Stockwerkrahmen mit lotrechten 
Ständern, wie er im Hochbau häufig vorkommt, bei den verschiedenen 
möglichen Belastungszuständen. 

Der vierte Abschnitt beschäftigt sich mit dem Stockwerkrahmen 
unter der Annahme von durchwegs konstanten Grundmaßen, weil 
diese vereinfachende Voraussetzung eine hauptsächlich zum Zwecke 
einer Vorbemessung ausreichende Näherung an die tatsächlichen Ver- 
hältnisse bietet. 

Im fünften Abschnitte wird bei bestimmten einschränkenden Vor- 
aussetzungen der Einfluß der Formänderungen, die von den Längs- 
kräften herrühren, berücksichtigt und gezeigt, daß seine Vernach- 
lässigung berechtigt erscheint. 
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Erster Abschnitt. 
Die allgemeinen Elastizitätsgleichungen. 


A. Symmetrische Belastung. 


Als statisch unbestimmte Größen werden die Ständerfußmomente 
X, und die durch die Horizontalschübe H, in den Ständerköpfen er- 
zeugten Momente Y,= H,-h, gewählt; dadurch zerfällt das Tragwerk 
in n übereinander gestellte, rahmenartig geformte, freiaufliegende 
Träger (Abb. 1). | 

Ein Moment soll dann als positiv bezeichnet werden, wenn es im 
statisch bestimmten Grundsysteme am linken Trägerteile im Sinne 
des Uhrzeigers dreht, am rechten umgekehrt. 

Das Moment an einer beliebigen Stelle des »-ten Riegels ist 


M.» = Meov — Y» + X, — X,ı1 . . . . . (1) 
an einer een en des »-ten Ständers 
Marl u a N (2) 


wobei WI., und M,, das Moment des statisch bestimmten ech: 
an der‘ betreffenden Stelle bedeuten. Bei Voraussetzung symmetri- 
scher Belastung ist das System 2n-fach statisch unbestimmt; daher 
sind zur Bestimmung der 2n-Unbekannten 2n-Beziehungen zwischen 
den Formänderungen des Tragwerkes notwendig. 

Die Elastizitätsgleichungen sollen mit Hilfe der Verdrehungswinkel 
abgeleitet werden, solange man auf einfache und bekannte Beziehungen 
zwischen denselben zurückgreifen kann. Bezeichnet man die Ver- 
drehungswinkel des »-ten Riegels mit r;, am linken, 14 am rechten 
Balkenende, den des linken Ständers oben mit 7),, unten mit z,,, den 
des rechten Ständers oben mit ry,, unten mit zy,, dann gelten wie 
bekannt für jedes Fach folgende Beziehungen zwischen den Ver- 
drehungswinkeln: 

1. Die Rahmenbedingung (Bedingung für die Erhaltung der steifen 
Ecken in den Grundsystemen): 

en ha Wen. . oa 
für symmetrische Belastung reduziert sie sich auf 


a Te... Nee 
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2. Die Kontinuitätsbedingungen für die Ständer (Bedingung, daß 
die Rahmenständer an jeder der n-Schnittstellen eine gemeinsame 
Tangente haben müssen): 





links 


a a 0 u 
— Kr Fer tv tt vd 


rechts 
Brenn, 0, SR (4) 
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Bei der vorausgesetzten Symmetrie der Belastung ist die Konti- 
nuitätsbedingung für den linken Ständer identisch mit der für den 
rechten. 

Setzt man für v alle ganzzahligen Werte von O bisn — Lin obigen 
Bedingungsgleichungen ein, erhältman die notwendigen 2n-Gleichungen 
für die statisch unbestimmten Größen. 

Nach dem erweiterten Mohrschen Satze ergibt sich der Ver- 
drehungswinkel am Balkenende gleich dem Auflagerdrucke eines mit 





M 
—nJ belasteten freiaufliegenden Trägers gleicher Stützweite: 


Zur leichteren Übersicht sollen der Berechnung der Verdrehungs- 
winkel die Momentbilder fürP=1,\,=—1,%,=-+1und X\,,1=—1 
am v-ten statisch bestimmten Grundsysteme vorangestellt werden (Abb. 2). 





Nun ist 
Av 
E27» = — T-Dovyt+ Yo RKrdr + Roth 
E-27,= en x 
° 4 Ta» = SECQA ee 2] h,? a To vyYv — vYv S (5) 
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l, 
In diesen Gleichungen bedeutet A, das Steifigkeitsverhältnis 7 


cv 
des v-ten Riegels, y, = = das des »-ten Ständers; weiter ist 
av 
l, h, 
Div = [Max ingle ie = [Muyay 
das statische sea der DM-Fläche des »- En Ständers, bezogen auf 
den unteren Endpunkt des lotrecht gedachten Stabes. 


Setzt man die Gleichungen (5) in der Rahmenbedingung für das 
v-te Fach ein, so erhält man: 


Ne (2, + = Y» SEC a) — X, (A, +9,8seca) + X,41% = 


u 























ee 
oder mit den entsprechenden Abkürzungen: y 
a is al 
daraus ist 
Y,= n B — 2 y,Sec a X, 0 Kurıh . (6a) 


Um in der Kontinuitätsbedingung für das v-te Fach die Verdre- 
hungswinkel eliminieren zu können, braucht man noch einen Ausdruck 


für (72, + 7l,); dieser ergibt sich auf Grund der Momentbilder mit 
12 Kb: 4. U,)= —= secda = a u rn] (7) 


Damit lautet die a 
— Y,_ı Mer -- > (Av + Yv seG a) + RR, AN =—— Nr TER =. in m 
+ 29,8seca) + X, 11, = 








el 
h, 
wobei D,, = [ W,,dy, dem Inhalte der Dt,,-Fläche des lotrecht ge- 


D. v—1 er v 
a l 





sec a (7a) 


v—1 


oO 
dachten Stabes. 


Durch Substitution der Gleichungen (6a) erhält man schließlich 
als Gleichungssystem der X,: 


Eee er =) + x, [1.1 — +1 2) 4 


+ y, sec al— Ka Au e 52) = 
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= nl! 2 ee) Beni Re ) Der — 29, 8eC a = 























De v4 er l, 
Er a 
255 dr ıseca- Pe Der h2 (8) 


Die nullte Gleichung dieses Systems ist wegen der unnachgiebigen 
Einspannung der Ständerfüße abweichend gebaut und lautet 


Kam) + psecal— xl )- 
Po Po 
DR 2 a 
et 0 0 a0 9% 2 a0 8 
A =)° yoseca- . B, I, sec a Me (88) 
Dieses so erhaltene ee der X, ist für Symmetrie 
der Belastung der Ausgangspunkt aller späteren Untersuchungen. 











B. Unsymmetrische Belastung. 


Die Momentenlinie verliert nun ihre Symmetrie und das System wird 
ön-fach statisch unbestimmt. Die Rahmenbedingung gilt nun in der 
schon angegebenen allgemeinen Fassung, die Kontinuitätsbedingung 
ist in ihrer allgemeinen Form für den linken und den rechten Ständer 
getrennt anzuschreiben. Damit ergeben sich drei Gleichungsgruppen 
für die 5n-Unbekannten, welche diese eindeutig bestimmen. 

Einfacher und rascher gestaltet sich jedoch die Berechnung auf 
folgende Weise: 

Der gegebene. unsymmetrische Belastungszustand erzeugt linke 
Ständerfußmomente X,, und rechte Xy),; addiert man zu diesem 
einen Belastungszustand, der links die Ständerfußmomente Xy,, und 
rechts X,, liefert, so ergibt sich ein symmetrischer Belastungszustand 
mit den Ständerfußmomenten S,= (X,» + Xp,); dieser „zugehörige 
symmetrische“ Belastungszustand ermöglicht die Bestimmung der 
Summen S, der Fußmomente. 

Die Momentenbilderür P=1, ,—- 1,, + Tmnd Ss. , ı 
ergeben sich nun für den unsymmetrischen (schraffiert) und für den 
„zugehörigen symmetrischen“ Belastungszustand wie in Abb. 3 

Bei der Berechnung der Verdrehungswinkel muß beachtet werden, 
daß sich die einzuführenden statisch unbestimmten Größen Y und die 
Belastungsgrößen ® und 2 alle auf den ursprünglich gegebenen un- 
symmetrischen Belastungszustand beziehen. 

Daher ergeben sich die Verdrehungswinkel für den „zugehörigen 
symmetrischen“ Belastungszustand 


E y N — 2 e Se >) DV, Ay vr; Del, = Av 





ri 
E-2 TR == SeC a|— Dr 5 E Bu + Ds) + 5 te Yu Spy . (9) 
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Damit liefert die Rahmenbedingung für Y, 

1 Dir 1 
— =L A, 1, + 2y,seca- 13 a ARE IS, — So | (10) 
Setzt man den Ausdruck (10) in die Kontinuitätsbedingung 


Tv —- To-MY1 t%,+TW,=0 ein, erhält man als Gleichungssystem 
der S, 








Y, 











Oy—1 A, Ay 
uam pP v— > 5, |%. (1 ze ‚(i —— = 
5 ı. (i an „ Dei Eis Pr ar 


+ sea) 8,12, 1 Br 2 a 


u ee) Den a en, = D.» — y,Seca- 














An a a: 
ji Ni 1 u u 
Der 7 Dy,) u Pen sec Qa- Pe Ye DE a5 
ar Tl seca- (ZH, +24) DRAMEN SORUNELT, 


Bezeichnet man die ® und 2 analogen Größen beim „zugehörigen 
symmetrischen“ Belastungszustand mit % und ©, dann ist 


Ver >= DD Var = D,» + Dy», S, —— > e BI 
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und das Belastungsglied des Gleichungssystems (11) lautet 
B,= 4,_1 1 — = Sesaı A» (1 — =) Ger _ 2 y„sec a Sar_ 














Do a) De 1, hi, 
A 1 : 1 Ay 5 

9. on seco era yısoeg:- de 
Pr-1 Br h,_1? " B» {R h,? 


also genau entsprechend dem Gleichungssystem der X,, nur mit 
anderen Bezeichnungen. 

Um X,, und Xy,, selbst leicht bestimmen zu können, wäre noch 
die Berechnung der Differenz D, = X%,, — Xp, erforderlich. Um zu 





Abb. 4, 


dieser Differenz zu kommen, muß man zum ursprünglich gegebenen 
unsymmetrischen Belastungszustande den Belastungszustand, der diesen 
zum „zugehörigen symmetrischen‘ ergänzt, mit entgegengesetzten 
Vorzeichen superponieren. Der daraus hervorgehende Belastungs- 
zustand soll der „zugehörige antisymmetrische‘‘ genannt werden. 
Es läßt sich sofort folgern, daß im „zugehörigen antisymmetrischen‘“ 
Belastungszustande Y, gleich Null sein muß, weil Y, auch für den 
unsymmetrischen ein symmetrisches Momentenbild erzeugt. 

Die Momentenbilder beim ‚zugehörigen antisymmetrischen‘ Be- 
lastungszustande (schraffiert) fürP=1, D,= +1, D,.ı = —1 stellen 
sich im »v-ten Fache wie in Abb. 4. 
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Die Rahmenbedingung liefert jetzt die schon oben aus Symmetrie- 
gründen erschlossene Beziehung Y„=0. Die Kontinuitätsbedingung 
wird für den linken und für den rechten Ständer, vom Vorzeichen 
abgesehen, wiederum identisch; nur gilt sie für antisymmetrische Be- 
lastungszustände nicht mehr in der früheren einfachen Form. Ihre 
geometrische Interpretation, die für symmetrische Belastungszustände 
als bekannt vorausgesetzt werden konnte, wird umständlich, so daß 
es sich empfiehlt, die allgemeinen Beziehungen zwischen den statisch 
unbestimmten Größen und der äußeren Belastung mit Hilfe des Satzes 
von Castigliano abzuleiten. Für einen unsymmetrischen Belastungs- 
zustand mit den Ständerfußmomenten X,, und X), ist das Moment 
an einer beliebigen Stelle des »-ten Riegels auf Grund der umstehend 
gezeichneten Momentenbilder 
5 


>) (Rp — Xp) 


M = Me» + (Ra» — Xar41) (ne»— 


X 


rer 


Be 


an einer beliebigen Stelle des linken und rechten »-ten Ständers 
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we —h,t . Biel . 
wenn man mit 74, = - 1 5% und mit N» = 88 yezeichnet. 
v—1 v—1 


Der partielle Differentialquotient der Formänderungsarbeit A nach X, ,, 
der der Kontinuitätsbedingung links entspricht, gleich Null gesetzt, 
en 0, liefert nach einigem Umrechnen 
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v 
Summiert man diese beiden Gleichungssysteme, muß man die Kon- 
tinuitätsbedingung für den „zugehörigen symmetrischen“ Belastungs- 
zustand erhalten; man bekommt analog Gleichung (7a), wenn man 
für X,» + Xp,) = 8, einführt 








2 ® De 1 
Nr A se er (Ay + Yv seG a) 2 De 2 2 -H S, 2 2 (Ay -F Av E= 2 Yr) = 
As Av-ı As Yv 
= Sv+1 9 = | Sr Ds Par Se han Don»). 


Subtrahiert man beide Gleichungsysteme voneinander, entspricht 
diese Differenz der Kontinuitätsbedingung für den „zugehörigen anti- 
symmetrischen“ Belastungszustand für das v-te Fach, und man erhält 























dafür folgenden Ausdruck, wenn man X,.— X», = D, bezeichnet und 
berücksichtigt, daß 7... — 1» = en ist 
v—] 
a 3 | 
Ban | = ; er — 5 NM»-1 Pr-1 sec 2 mn) | 
DAFT un: 4 y 
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bands sec a (3—2 Mo) 
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+2 „seca(®ı» — Du.) + 2 Nov—1n (A „ seca er — 2.21) =Z 
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— 20» I Er By 
Bezeichnet man mit r wiederum die re die sich 
aus dem Mohrschen Satze ergeben, wenn man jeden Rahmenteil als 
selbständigen freiaufliegenden Träger auffaßt, dann erhält man 
auf Grund der Momentenbilder (Abb. 4) 


yE, ; Av ’E a 
E a = 6 (Na a N») Dr + 26: (Ma le fi v) D,11 SE; 12 Dr = >) 
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und man erkennt, daß die Kontinuitätsbedingung für einen antisym- 
metrischen Belastungszustand, in Verdrehungswinkeln angeschrieben. 
die Form 














ib 8 Sh,te a 
ee N a 
(bei 1,8 I 
AR u 
+ TEE EUREN 
v—2 


haben muß. Um zu zeigen, daß die beiden Bedingungen (4) und (4a) 
Spezialfälle einer allgemeinen Kontinuitätsbedingung sind, nämlich 
der für einen unsymmetrischen Belastungszustand, soll diese durch 
Einführung der oben definierten Verdrehungswinkel in die Gleichung 

0A 
XS 
aus den Momentenbildern der Abb. 3, und damit erhält man 





—=0( hergeleitet werden; die Verdrehungswinkel ergeben sich 


Nav Tr + Nov as — Nav—1 Ta —NDdv—1 De Em ie tr 73 = 
zendeV ei FR Rn -E Npv—1 Ka ET u) —=Q. 
Für Symmetrie der Belastung ist „= 7 AR Ta, = Tu, und es er- 
gibt sich die Bedingung (4), da na» + nn» = list. Für Antisymmetrie 
wird u, = — T, und w= — 7y, und damit nimmt die allgemeine 





IShR 1. 
Kontinuitätsbedingung die Form (4a) an, da 74» — N» = | ist. 
v—1 
Die eingeführten Bezeichnungen für die Belastungsgrößen beziehen 
sich auf den ursprünglichen unsymmetrischen Belastungszustand; die 
Ausdrücke in den runden Klammern der Belastungsglieder stellen 


aber nichts anderes vor, als die entsprechenden Größen beim „zu- 
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gehörigen antisymmetrischen“ Belastungszustande. Bezeichnet man 
diese mit 


De a 
Dar — Dr = 9, und 2, —2,)=W 
dann lautet das Belastungsglied der Kontinuitätsbedingung für das 
v-te Fach 























Ale 14 1 BZ 
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und ähnlich für das nullte 
Ao ht 
12 n Auen + sec Ban — 2 I Fseca-W. 2:12 
oO 


Damit sind nun die allgemeinen Elastizitätsgleichungen für den 
Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern abgeleitet, die alle mög- 
lichen Belastungsfälle umschließen, und man kann darangehen, sie 
für die wichtigsten, praktisch vorkommenden Belastungsfälle auf- 
zulösen. 


Zweiter Abschnitt. 


Der Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern. 
(Mehrteiliger Rahmenbock.) 


Dieses Tragwerk findet im Eisenbetonbrückenbau ausgedehnte An- 
wendung als Stützenkonstruktion bei Kontinuierlichen Hennebique- 
Balkenbrücken; der Rahmenbock kann sich entweder unmittelbar auf 
den Baugrund abstützen oder er kann bei hohen aus zwei Einzel- 
bögen bestehenden Bogenbrücken, welche gegen die Bogenwiderlager 
verbreitert werden müssen, um größere Standsicherheit zu erzielen, 
die durchlaufende Plattenbalkenfahrbahn mit den Bögen verbinden. 
Diese Stützenkonstruktionen haben die Aufgabe, nicht nur die lot- 
rechten Kräfte (Eigengewicht, Verkehrsbelastung) in die Widerlager 
zu leiten, sondern vor allem eine sichere Übertragung der seitlichen 
Kräfte (Windkräfte, Fliehkräfte in Geleiskrümmungen, Seitenschwan- 
kungen der Fahrzeuge) zu ermöglichen. 

Solche Rahmentragwerke sind wohl im allgemeinen auf Bauaus- 
führungen in Eisenbeton beschränkt, da man im Eisenbau die schwie- 
rige Ausbildung steifer Ecken in allen jenen Fällen durch Einschal- 
tung von Wandstäben vermeidet, in denen es nicht auf die Einhaltung 
eines vorgeschriebenen Lichtraumprofiles ankommt. 
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Wie schon in der Einleitung erwähnt worden ist, können die 
Gleichungssysteme der X,, S,, D, als lineare Differenzengleichungen 
aufgefaßt werden, weil sie dem durch die Definitionsgleichung 


u=m 

I Ay IB, WR DW...) 

u=o 
gegebenen Schema entsprechen. Da m=2 ist, stellen sie lineare 
Differenzengleichungen 2. Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten 
vor. Eine geschlossene Lösung dieser Differenzengleichung ist aber 
überhaupt erst dann möglich, wenn eine gesetzmäßige Veränderlich- 
keit dieser Koeffizienten a,, vorliegt; dies hängt davon ab, ob man 
/, und y, als Funktion von » darstellen kann. Von vornherein ge- 
geben kann eine sclche Funktion nicht sein, und es muß zunächst 
die Aufgabe gelöst werden, aus gegebenen Werten von A und y einen 
funktionalen Zusammenhang so zu Konstruieren, dab der empirisch 
gegebenen Veränderlichkeit möglichst gut Genüge geleistet wird. 

Wenn es aber darauf ankommt, eine geschlossene und übersicht- 
liche Lösung der Differenzengleichung zu finden, wird man sich die 
Frage vorlegen müssen, ob es nicht eine Funktion gibt, die gleich- 
zeitig die veränderlichen Koeffizienten in konstante überführt; gelingt 
dies, läßt sich die Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 
anschreiben, die in allen Fällen leicht integrierbar ist. 

Zunächst läßt sich aus dem Baue der Koeffizienten vermuten, daß 
man die Erfüllung dieser Forderung erreicht, wenn man für 4, und y, 
folgenden Ansatz macht: 

en ae a 
| Yv = As’ J 
Da a, und ß, lineare Kombinationen von 4, und y, sind, ist er- 





) ebenfalls 
konstant werden. Dividiert man die ganze Gleichung durch den 
Koeffizienten von X,_;, so sieht man, daß es im wesentlichen darauf 
f(v) 
tw — 1) 


sichtlich, daß dann die Ausdrücke 1-5) und (er 


ankommt, daß der Quotient von der Form 


d.h} 


konstant ' wird, 


fv) — xtv—1l)=0; 

diese Differenzengleichung erster Ordnung wird erfüllt durch die 
geometrische Reihe f(v) = A x”; damit ist zugleich der Beweis erbracht, 
' daß obiger Ansatz die einzige mögliche Funktion darstellt, die im 
Falle des mehrteiligen Rahmenträgers die Überführung der veränder- 
lichen Koeffizienten in konstante gestattet. 

Obiger Ansatz für 4, enthält zwei willkürliche Konstante A, und x, 
ermöglicht daher nur die Berücksichtigung zweier gegebener Werte 
von A (A, und A,, gegebene Werte von A oder y seien stets mit A 
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oder y bezeichnet); sind N und A, die Randwerte einer gegebenen 
Reihe von A,, dann ergibt sich 
n a 
nu An 
Di a): x = KM . . . . . (14a) 
hu 
Will man sich besser an den vorgelegten Verlauf der 4, anpassen, 
wird man bei der Berechnung von A, und x noch einen dritten Wert An 
zu berücksichtigen versuchen; die Gaußsche Methode der kleinsten 
Quadrate ermöglicht dann die Berechnung von A, und x so, daß das 
entstehende Fehlerquadrat ein Minimum wird. Bezeichnet man mit F 
die Summe der Quadrate der Fehler, dann ist 


E=-(,—- A, + (m— Am? + (mn — Am) = 
— (A + Am + m) — 2A, (A 4 Ana 4 Az) + A224 ze) 
und A, und x bestimmen sich aus den beiden Minimumsbedingungen 


OF OF 
a und u: 


Die erste Bedingung liefert 
he - AR ya -}- A, N 
1+x2m + year ö 








A = (14) 


aus der zweiten folgt: 
ne name nem 2) meer in ma 
— Anm — m)amtn —Q, 
Setzt man n=m, d. h. berücksichtigt man keinen mittleren Wert 
von A,, ergibt sich daraus 


Zu einer einfacheren Gleichung zur Bestimmung von x kommt man, 
wenn man für ZEN jenen Wert herausgreift, der von den Randwerten 
}, und A, gleich weit absteht, so daß n = 2m wird; dann erhält man 


a ER 
4m ah) m (2a a)lmı=0 we 
A + N ann 


Ist n eine ungerade Zahl, dann setze man Am gleich dem arith- 
metischen Mittel der beiden der Mitte benachbarten Werte der Reihe 


DE n ß " : 2 
der A, und m= 2x womit man die Gleichung zur Bestimmung von x 


in der folgenden Form anschreiben kann: 


+ (a) ar (>) ar —ı=0 am 


4 m 7 m An A m 


Fritsche, Differenzengleichungen. 2 





18 Der Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern. 


Eine exakte Auflösung dieser Gleichung wird aber trotzdem auf 
ziemliche Schwierigkeiten stoßen; sie ist aber auch gar nicht not- 
wendig, denn es wird sich immer nur darum handeln, jene reelle 
Wurzel zu finden, die in der Nähe von x, liegt. x, Kann als erste 
Näherungslösung aufgefaßt werden; eine verbesserte Lösung findet 
man nach der Newtonschen Näherungsmethode mit 
E(%o) } 

E (#69) 
Der Ansatz A,—=A,*”’ und y,= A,x” enthält die einschränkende 





De Ze m 


A 
Annahme, daß die Verhältniszahl y = Fr für alle Rahmenfache die- 
1 


selbe sein muß; dann wird auch y, Yv=Yy 2: und es recuuet sich y nach 
der einfachen Essen 
IR 
sn; 
dieser Bedingung wird bei richtig dimensionierten Rahmenböcken 
immer mit bedeutender Annäherung Genüge geleistet werden. Bei 
den mehrteiligen Rahmenböcken der Talbrücke bei Langwies der 
elektrischen Bahn Ohur— Arosa würde sich allerdings im obersten 
Fache eine beträchtliche Abweichung von dieser Annahme ergeben, 
weil der oberste Riegel mit unverhältnismäßig großer Höhe ausgeführt 
worden ist; die große Querschnittshöhe dieses Riegels ist aber sicher 
statisch nicht berechtigt und sie dürfte sich aus dem Grunde ergeben 
haben, weil man bei der Übertragung der Windkräfte auf die Mit- 
wirkung der Zwischenriegel nicht gerechnet zu haben scheint. 
In dem Gleichungssystem der D, treten außerdem noch die mit 
» veränderlichen Größen Ya» und np» auf. Aus dem Gleichgewicht 
am »-ten statisch bestimmten Grundsystem erhält man 


_-ı — butga h,tg a 








Nav >= und m» = 


l,_1 l,-1 
In diesen Größen kommen |], und h, ohne Verbindung mit den 
zugehörigen Trägheitsmomenten vor; analog wie für A, und y, Kann 
man setzen 
dh Mon 
„DON) .. + NE 16 
h,= 0o: er 
Die durch diese Festsetzung in der Ebene festgelegten Punkte 
müssen auf einer Geraden, der Ständerachse, liegen; eliminiert man 
h } - - 
den Parameter o”, erhält man h, immun cl,, eine Gleichung, die 
ohne weiteres erkennen läßt, daß obige Festsetzung mit der geo- 
metrischen Form des Tragwerkes vereinbar ist; nur hat sie zur 
Voraussetzung, daß im Tragwerke die Fachhöhen in demselben Ver- 
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hältnisse abnehmen, wie die Stützweiten der einzelnen Fache, eine 
Voraussetzung, für die auch ästhetische Rücksichten sprechen. 
mei mnaundelsceseben, dann wird] |, bh hund 


0= / In 17) 
0- 1, a ERBE E ru Ei 
h 


Bezeichnet man das konstante Verhältnis dann wird 


Ya» = 1— ypotga= n, = Konstant 
No» = polga =MmM— 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, am Schlusse dieser Erörterungen 
über die notwendige Veränderlichkeit der Grundmaße noch zusammen- 
zustellen, wieviele Größen bei den gemachten Voraussetzungen eigent- 
lich noch willkürlich gewählt werden können. Die geometrische Form 
des Tragwerkes ist bestimmt durch die Stützweite l„ des obersten 
Riegels, die Gesamthöhe H, den Neigungswinkel a des Ständers gegen 
die Lotrechte und die Zahl n der Fache; außerdem können in der 
Rechnung 4 Trägheitsmomente berücksichtigt werden, so daß die 
Gesamtzahl der freien Größen 8 beträgt. 

‘ Nun sollen auf Grund der besprochenen Voraussetzungen die 
Koeffizienten der Differenzengleichungen der X,, S, und D, berechnet 
werden. Es wird | 

& = A,x” + A,n”seca= A," (1l+yseca) 























2 
De Ne 1 +3 pseca) 
' Des yseca 
&,» 3+2yseca 
2 
Ay ar 9 yseca 
Pr 3 +2 yseca 
damit berechnet sich der Koeffizient von X, 
2yseca yseca 
= v—1 & v 5 A, as 
0,=AıX Be Or A,x”(1-+-yseca) 5 ee X” yseca 
er »„_ı  yseca 9 9 a 
= Be A 


und es lautet die linke Seite der Differenzengleichung der X, und 
ebenso der S, 


An A F: r Bez. [2 +x(2 + ysec a}X, + x Xyrıl- (18) 
Berücksichtigt man die gegebene Veränderlichkeit der Koeffizienten 
in der Differenzengleichung der D,, wird 
\ - ie a, ER gorga—p 
an I 
und man erhält dieselbe wie folgt: 








>: 
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+D,_1 [0 — 2pyseca (1+20)]— D,[01+x)+8p?wseca(l+x)+ 
6zoysecal + D,,,x|0 — 2pwseca(1-+ 20)] = 











v— le» es 
le a ) + rpseca®: an (19) 





u: 
Ar zo won [1i “n 
Analog lautet die nullte Gleichung 
— D,(0?+ 8p?yseca + boysecd+D,[9— 2pyseca(l1 +20)]= 
Uco Tao ß U, 
—an o 1: + yYseca Kann en: ee 
Nun sind die Gleichungssysteme der X,, S,, D, für eine rasche 
Integration brauchbar gemacht, und es kann damit begonnen werden, 
für bestimmte, praktisch vorkommende Belastungsfälle geschlossene 
Lösungen derselben zu berechnen. 








1. Eigengewicht. 


In jedem Grundsysteme 
sei das Eigengewicht kon- 
stant und gleichmäßig über 
die ganze Stützweite ver- 
teilt angenommen. Ist g, 
das Eigengewichtim nullten 
Fache, g,„ das im n-ten, 
dann setze man 


20) 

g, = Os undye — Sn 

50 

eine Annahme, die immer 

näherungsweise erfüllt sein 

wird. Der M-Verlauf im 

v-ten Fache unter Belastung 
mit g, ton/m gestaltet sich nach Abb. 5. 





1 1 1 
M., = g & l,_,° = 3 808° (dio) Ze) > 


f 


1 
Ur = 9 5 I = 580 ea Gag 


Bis zur Stelle a. kann man die Wi-Linie mit ihrer Tangente identi- 
fizieren: 


1 
Y» —— A, 15 tg a = a Sltptgaleo)"’ — 
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Damit bekommt man: 














Dam 
ee 15 men?” 
Dir 
> 1 
ne = 5 Bol’, (eo)? 


1 1 
wenn m = — 16 Da0.10 alnund.m,— — rtga ist. 
Das Belastungsglied der »-ten Gleichung ergibt sich daher: 
yseca 1 $, 
. 1? 2v—2 1 2 2 2 
3+2yseca 1990 un as Ol) 


und das der nullten: 


IB; = A, 











1 yseca 
B,=--g,l?m:A -1— 
Ga 10 a ee 
gr 2a 2 2t 2 
darin bedeutet ur 0 OO 
m o potga 
Die Differenzengleichung der X, lautet daher: 
1 DJ 
er %ı = nphlim (166) | 
| rer 
X, +l2+x(2+ vyseca)) X, +xX, al: 


-(1—6c)(2 + &0°%x) (20) 


1 
X,_-,+[2+%*(2 + vseca)| X, +xX,,ı = 158 m (1-6e)- 
(2 1 802%): (&0)#*72 


sie ist inhomogen; man erhält die zugehörige homogene Differenzen- 
gleichung, wenn man das Belastungsglied B, —0O setzt. Es soll nun 
die Lösung der Differenzengleichung 
RE ER, N dl 

berechnet werden. Analog wie man bei Differentialgleichungen gleicher 
Bauart von dem Ansatz ausgeht: &=e'*, geht man bei Differenzen- 
gleichungen von dem Ansatz: 

er 
aus. r bekommt man als Wurzeln der sogenannten ‚charakteristischen 


Gleichung‘ 
1+kr+ır7=0. 
k? 
Sollen die beiden Wurzeln reell sein, muß wa 1 sein, was stets für 


praktisch vorkommende Stockwerkrahmen erfüllt sein wird. k und x 
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sind beide positiv, daher müssen die reellen Wurzeln beide negativ 
sein; sind r, und r, ihre absoluten Werte, dann sind 

= (10T? und el 170, 1, 
partikuläre Lösungen; man erhält schließlich die Lösung als lineare 
Kombination der partikulären Lösungen 

= (10, rn’+ 1 Gr”. 

Die Integrationskonstanten C, und 0, bestimmen sich aus gegebenen 
Randbedingungen. 

Zur Berechnung der Lösung der inhomogenen Differenzengleichung 
braucht man zunächst ein einfaches partikuläres Integral derselben; 
ein solches erkennt man meistens sofort aus dem Baue des Belastungs- 
gliedes B,; die unbestimmten Koeffizienten, die es noch enthält, kann 
man durch Einsetzen in die Differenzengleichung und durch Koeffi- 
zientenvergleich ermitteln. Hat man ein partikuläres Integral, so 
ergibt sich nach einem bekannten Satze die allgemeine Lösung, wenn 
man zu diesem die Lösung der zugehörigen homogenen Differenzen- 
gleichung addiert. Was die Lösung der inhomogenen Differenzen- 
gleichung 

X,_ı tKX? + x Xı=a:(e0)?’2 
anbelangt, sieht man sofort, daß man für ein partikuläres Integral 
den Ansatz machen muß: 

&, = &(e0)?’7°, 
setzt man dieses ein, so bekommt man 
ä(e0)2’"+kä(e0)??’"?2+ xä&le0)?’=ale0)??’"? 
daraus 
ie a 
ä — Fr 
(eo) +Kk+x(e0)? 
und schließlich lautet die allgemeine Lösung 
Xp ale), reitet in 

In dem Gleichungssysteme der X, entspricht die Gleichung für 
v=0 in den Koeffizienten der X, nicht dem allgemeinen Schema; 
sie muß daher gestrichen werden. Dafür sind zur Berechnung von 
C, und C, als Randwerte X, und X, einzuführen, von denen X, vor- 
läufig unbekannt, aber durch die gestrichene nullte Gleichung be- 
stimmt und X, =: ist. 

Nun lauten die beiden Bestimmungsgleichungen für C, und G;: 

hie)? - U, = G 
0 =d(e 0? 27? + (—1RC,r2 + (1% 65T" 





daraus ist 

WIalEODECH X, — &(e0)-?] -— 1)" rz" 
ar 

ale a ea ler 
ER nn Pins 








0 
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Eliminiert man damit C, und C, in der allgemeinen Lösung, er- 
gibt sich nach einigem Umrechnen 


pp Nn__rV 
X,=ä& (E o)2e 9-2 — (— 1 [X,—&(e)-2]- 2 Ta 19) Lan 





nur 
z e je ee 
1 Dale) Ze een (21) 
oe 
1 2 


Zur Kontrolle für die Richtigkeit dieser Gleichung soll nachgesehen 
werden, ob sie den Randwerten Genüge leistet. Es ist für 


nu %,=&(60)7?+ X, —&lco)-? 
ven: 0=ä&(e0)2272—ä(e0)2n-2 


In der Lösung (21) ist nur noch der Randwert X, unbekannt; um 
diesen zu bestimmen, muß man mit Hilfe der allgemeinen Lösung X, 
anschreiben; setzt man X, in die nullte Gleichung ein, erhält man 
eine Gleichung für X, die dasselbe eindeutig bestimmt. Es wird 
jedoch in den meisten Fällen nicht notwendig sein, mit der doch 
umfangreichen Lösung (21) zu rechnen. Wenn der mittlere Koeffizient 
der Differenzengleichung stark überwiegt, wird r, gegenüber r, sehr 
klein sein, so daß man sofort r,”, wo es als Summand auftritt, 
streichen kann; die Gleichung (21) geht über in folgende Form 





X, =ä8(e0)2 72 + (-1P[R,—äle 9 — | ar 





ge Bra 1 | 

BIENEN I = =) 

Man wird aber noch immer innerhalb der notwendigen Genauig- 
keit bleiben (an seinem Beispiele wird es später gezeigt werden), 
wenn man auch die Brüche streicht, die r,? oder r,” enthalten, so 
daß man die X, nach folgender ‘Gleichung zu rechnen haben wird: 


X, = (eo)2*2 4 (Ro —& (eo)-2]rr — 
— (— 1)?-nä (e0)?n-2- 1 


Lobıze 





(21a) 


Sind die X, bekannt, bereitet die Berechnung des Momentenver- 
laufes im Tragwerke keine Schwierigkeiten mehr; nach (6a) ergibt 
sich Y, nach Einsetzen der speziellen, dem Eigengewicht entsprechen- 
den Belastungsglieder und Berücksichtigung der besprochenen Ver- 
änderlichkeit der Grundmaße mit den früheren Bezeichnungen 

3 En 
 3+2yseca A,x’ 





v 


1 
A,#" 58m’ 2A, yseca'x”- 


1 
551m, (eo)? ’+ X,A,#"(1+ vseca)— X,,ıA, x’ | = 
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3 
83+2yseca 





5 golem eo?" + aeysea+ 
+ X,(1+ vseca) — Er 


Das Ständerkopfmoment > ergibt sich nach (2) für y=hmit 
Be a N 


wobei M?}, das Moment des »-ten Ständers am oberen Stabende des 
statisch bestimmten Grundsystems vorstellt. 


1 Al | 
=, 80° 5 -P(l—p)(eo)#” 


und | 
Me, = Mi, — Mi, + Mi, 
Damit ist auch im Riegel der Momentenverlauf sofort anzugeben. 


Bei der Berechnung der X, wurde nicht darauf geachtet, daß die 
Auflagerreaktion, die durch Belastung des (v —+ 1)-ten Faches entsteht, 
im »-ten statisch bestimmten Grundsysteme einen M-Verlauf erzeugt; 
bei symmetrischer Belastung sind sämtliche W, ebenfalls symmetrisch 
angeordnet, so daß ihre Resultierende in die Symmetrieachse des 
Tragwerks zu liegen kommt. Da man dieselbe in zwei Seitenkräfte 
zerlegen kann, die in die Richtungen der beiden Ständerachsen fallen, 
ist ersichtlich, daß nur Längskräfte in den Stäben entstehen, daß 
also ein symmetrischer Belastungszustand, der nur aus Einzellasten 
in den Rahmenecken angreifend besteht, keine Momente im Trag- 
werk erzeugt. 


2. Wind von links. 


Die wagrechte Windkraft W greift an der obersten Ecke des 
Stockwerkrahmens an. Dadurch entstehen in jedem statisch be- 
stimmten Grundsystem wagrechte und lotrechte Auflagerreaktionen; 
diese sind in dem unmittelbar darunter liegenden Fache mit ent- 
gegengesetzten Vorzeigen als äußere Kräfte anzubringen. Der Über- 
sichtlichkeit halber sollen die wagrechten und lotrechten Auflager- 
reaktionen für die Berechnung der statisch unbestimmten Größen 
getrennt betrachtet werden. Als solche treten nun die D, auf, be- 
ziehungsweise die D,' bei Betrachtung der wagrechten und die D,” 
bei Betrachtung der lotrechten Auflagerreaktionen. 


Die wagrechte Auflagerreaktion ist wegen der Bedingung 2H=0, 
die in jedem Fache erfüllt sein muß, immer gleich W, so daß in 
jedem Fache an der oberen Ecke die Kraft W als äußere Kraft 
einwirkt; dadurch ergibt sich im v-ten Fache ein W-Verlauf nach Abb. 6. 
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Es ist 
h, Der hat 
Mi, — Wh, — W-" hutga= Wh, 7 RR 
E wo] ve! 
hut 
Mer er = Wh, = = Dre: 
N! 

Der „zugehörige symmetrische Belastungsfall“ liefert ohne Rechnung 
S,=0, da sich die angreifenden äußeren Kräfte in jedem Fache 





















Ki 


j 


ig 





‚ Stv 
+W- Ar 





Abb. 6. 


gegenseitig aufheben. Die Berechnung des Momentenverlaufs bei 
diesem Belastungsfalle beschränkt sich daher auf die Lösung des 


Gleichungssystems der D,. 











Es ist ; 
an men 
Bar = = ee 
h, 2 
ae = Whort, 





h,2 
Damit berechnet sich das »-te Belastungsglied des Gleichungssystems 


der D, mit 
1 
4 0-wnor er x Whort! Fu rase@a: = .W.h 02, + 


Da 
| IN N ARE Who’— 2pvseca-—- Whort!| = 


= Whorle-1 +x0)(6— 4pwyseca) +3xoyseca] 


26 Der Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern. 


und analog das nullte 


1 
Bo =, W help y Eco 3 yseca). 


Das Gleichungssystem der D,’ lautet daher 
‚(0 + 3p?wseca) +6 yoseca 


— 








a T.2* 
Do o®— 2pwseca (1+20) ag 
o(6 —4pyseca+ 3 yseca) 
=Wh hi E 
e®—2pwseca(l-+ 20) 
Din HER? yeecn) (1+%)-+ DEE 





o®— 2pwyseca(1l+2o) 
a: Pr (o—4pyseca)+ SxXoyseca (24) 
o — 2pyseca(l+ 20) 





‚+ 8Sp?’vseca) 1+)+6royseca 
o®—2pwseca(l-+ 20) 
(—1l+x0(0—4pvseca)+B3xowseca 
o®— 2pwvyseca(l-+ 20) 


Ds 1 ar D, 





abe == 


=’Who 








Die Differenzengleichung D,41— KknD, + #D,ı1ı = 80” unter- 
scheidet sich von der früheren im wesentlichen nur durch das negative 
Vorzeichen des mittleren Gliedes; die charakteristische Gleichung 
lautet daher 

1—kı!ltır?=0, 
wenn sie reelle Wurzeln r, und r, hat, müssen beide positiv sein; 
es entfällt folglich in der Lösung der Vorzeichenwechsel, so daß 
man die Lösung der zugehörigen homogenen Differenzengleichung in 
folgender Form anschreiben kann: 
Or ns: 
Für ein partikuläres Integral der inhomogenen Differenzengleichung 
muß man den Ansatz machen 
ah a 
Analog wie früher findet man durch Koeffizientenvergleichung 
a 
On or 
Damit lautet die allgemeine Lösung 
D’/ =iä®+0r?’+ Or”. 
Die Integrationskonstanten C, und C, bestimmen sich aus den Rand- 
werten D, und D,„; D, ist wieder vorläufig unbekannt, aber durch 
die abweichende nullte Gleichung bestimmt; D, —=0, weil X,.n=0 
und Xypn = 0 sein müssen. 


A 
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Daraus ergibt sich: 
ä0" + (D, —ä)r," 








re n n 
f,, Ta 
aonN + (D, — a) r,” 
G,=+ 
rer n 
1 2 


Setzt man C, und C, ein, erhält man die allgemeine Lösung 


r Fer, I —_Tear» T,’ —T,” 
D, = a (25) 


Lie PREISE Ty" ek ae. r,2 
mit dem zunächst unbekannten Randwerte D,, der aber leicht ebenso 
wie früher mit Hilfe der Lösung (25) für v=1 ermittelt werden kann. 
Da für praktisch vorkommende Fälle r, gegenüber r, sehr klein 
sein wird, genügt es jedoch immer, D,’ nach der gekürzten Formel 





D,/ =a0” + (Do — a) rı? — ao" (25a) 


Tale 3 


zu berechnen. 


Die lotrechten Auflagerreaktionen sind Kräftepaare; ist das 
(n—1)-te Fach das oberste, dann wirkt auf das (n—2)-te Fach das 
hn-ı 
n—2 
am (n—1)ten Fache erzeugt wird. Auf das (n—3)-te Fach wirken 
die Reaktionskräfte des Kräftepaares A„_ı (wieder ein Kräftepaar 





Kräftepaar A„-ı = W —P,„-, das durch die wagrechte Kraft W 





Fe 
Vans Yaın ) und das Kräftepaar W,_->, das durch W an der 
n—3 
oberen Ecke des (n—2)-ten Faches hervorgerufen wird; zusammen 
Au U laea ya ee 
ln-ı ln-3 In-3 
Summiert man die lotrechten Auflagerreaktionen bis zum (+ 1)-ten 


Fache, so erhält man das auf das v-te Fach einwirkende Kräftepaar P, 
1 al ga-24...ortl 
P—=W--(Bn-1ı4+ In-2+ A h,ıı)=Wo 7 nn 

= Wool=oto +....+ 087773) 

Für v»>(n—2) ist P, = 0, weil ho”? keine’ geometrische Bedeu- 
tung hat; auf das (n—1)-te Fach wirken auch keine lotrechten Auf- 
lagerreaktionen ein. Für v=n—.2 ist die Anzahl der Glieder obiger 
Summe gleich 1 und P„-2=Woo(l); das stimmt mit dem oben 
Gesagten überein, da das (n-2)-te Fach nur vom Kräftepaare 

h 
NE ER —=Woo belastet wird. 


n—2 


De >. Vnz2 21 An = 











Der Ausdruck für P, stellt eine geometrische Reihe mit (n—v»—-1) 
Gliedern und dem Quotienten o vor; daher kann man für P, auch 
schreiben: 
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4 
— W W Su Pi 
P, 90 RS 9 p0o(1l—o ) 





Durch die Belastung des »-ten Faches mit dem Kräftepaare P, 
ergibt sich ein M-Verlauf nach Abb. 7. 

Das Momentbild ist von vornherein antisymmetrisch, so daß man 
folgern kann, daß durch die lotrechten Auflagerreaktionen keine Bei- 
träge zu den Y, erzeugt werden. 





Es ist 
1% 1 
V,= — PB; h,tg:0 Tor h(o’t! — o%) = MI, 
v—i & 
Ih, 
mb, = —+ on er h,tga >= = MD, 











Abb. 7. 
Infolgedessen ergibt sich 
Um 1 1 
a De na 
eh h 
er = EMI 5 Wh (Or 0 
us 2 1 
Er M, = Wit) 


Damit rechnet sich das Belastungsglied der »-ten Gleichung des 


Systems der D,: 


1 
B,=6 | + ol Wh — 0) —  WhxtarHi—om) | — 
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1 
—— „yseca‘— Wh (ot! — 99) — 2pWseca Who Se 


2% W h(ort+i — N = 


— 0”: Wh [(1—x0) (0 — 4pyseca) — 3x0 wseca] 
— ort Wh [(1— x) (6 —4p wseca)— 3x wsec al 
und das Belastungsglied der nullten Gleichung analog 
Bo, = — Wh(o — on) [(—4piVseca) + 3Wsec a]. 
Daher lautet die Differenzengleichung für die D,” aus den lotrechten 
Auflagerreaktionen 
_p € + 8p?yseca) +bowseca 
"0 —2pwseca(l-+ 20) 

(o —4pvyseca) +3 yseca 
o®—2pwseca(1-+ 20) 
D' D“ (0 +8p?’yseca)(1+x) +6xroyseca 

= - ®— 2pyseca(l+2o0) 
R an an (1—x0) — 3x0 vSeca 
0—2pwyseca(l+20) 
(o — 4py seca) (L— x) — 3xyseca! (26) 
o®—2pwseca(l1-+20o) | 


— 





+Dj= 





= — Wh(0o— ol) 





+ #Ds = 








— Who 


2 2 1 > - 
Dale m +8p”vsec.a) ( a EL MSE 
0 — 2pwseca(l-+20) 
(e—4pysecaa(1—x0)—5xoyseca 


o®—2pwyseca(l+2o0) 





a0: Wh 





(s— 4pyseca) (1L— x) — I3xyseca 
0 2pwseceall 720) 


— Who 





| ) 
Diese Differenzengleichung ist abgesehen von der für » gleich Null 
nach folgendem Schema gebaut: 


D,_ı—knmnD, +xD,,ı=a0®"+b 
wobei 
(o—4pseca)(L—x0) — 3xowseca 
o®—2pwseca(l-+2o0) 





(27) 
( — 4pwyseca)(1L—x) — 3xyseca 


b=— Who 
s o—2pwseca(1l+20) J 





Für ein partikuläres Integral ist folgender Ansatz zu machen: 


ale Si 
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Durch Substitution und Koeffizientenvergleichung ergibt sich 








ae a 
ale ken 
TS n 
D b= ü 


und die allgemeine lösung für D, lautet 

Di 208 76 DO, ru. Con 
Mit Hilfe der Randwerte D; und D, =0 lassen sich wieder die Inte- 
grationskonstanten C, und C, eliminieren. Es wird 


Drama Den md 





ee 








rs SER Tr," 
Deo Dee arm 
Ce RER 
1 2 
und damit schließlich 
R Pıetone lsarıı > td 10, 
De=sao ee in er te nn: (28) 


Auch hier hat man nicht nach dieser umfangreichen Formel zu rechnen, 
sondern kann D, bei Einhaltung der notwendigen Genauigkeit nach 
dem gekürzten Ausdrucke 


. (28a) 





An HE _ ET = a a, 
D, =a0+b+(d —a— b)r — (act +by SI 


v 


bestimmen. 


Summiert man die gerechneten D, und D, und bezeichnet die Summe 


D,; 
mit D,, so ergeben sich leicht die Ständerfußmomente mit X,,= + - 5 





5“ 
man die statisch unbestimmten Größen Y,. Nach (10) war 


= ie | 


und Xy,= — Um die Ständerkopfmomente zu ermitteln, braucht 





Y,= 








2 [2 
Mit den der angenommenen Veränderlichkeit der Grundmaße ent- 
sprechenden Koeffizienten a, , y, 4 und der schon erschlossenen 
Bedingung: S, = O ergibt sich Y, mit 

















3 D N 
Ye er Ce av bv|, 
nn. et nz 
Es ist 
DE 1 1 
_ — _ (M, + M,)=— Wh, 
1, 2 2 
DENE 1 
h,2 =, (MM, + M,)=, Wh, 
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Damit berechnet sich 


% 1 1 1 
N, —— Wh, = N a y ee = - 
| > F yseca „wh 5 Wh (29) 





Da, wie schon erwähnt, durch die lotrechten Auflagereaktionen keine 
Beiträge zu den Y, erzeugt werden, liefert obiger Wert die voll- 
ständigen Größen Y,, 


Die Ständerkopfmomente Rind Rn ergeben sich nun auf 
Grund der Momentenbilder nach folgender Beziehung: 


— ,— — ht 
Re N, tX,r : S2 














Rh 2 u 
Be b Kar 1 
Detnd Date do x 
ae u Kusr 1 S —Apv+1 ==2_y, 
v—1 v—1 
= Mr . Xav (In) a pr pP + Xaysı pP — Xyyı1 p— Y, : (30) 
für den gegebenen Belastungsfall ist Xy, = — Xp», Kavy+ı = — Xpv+ı 
daher ist 
Zoo Ms t X, (1—2p) + Kusıı 2p— %.. . (80a) 
und 
Xp — —_——— 
o 1 h, tg a IR 
ll, =Wh,- = P, h, tg a 
le ah 
ı 
== W.h 0° Er a1) 


Mit den Ständerkopfmomenten ist nun der Momentenverlauf im ganzen 
Tragwerk bestimmt. 


3. An dem obersten Rahmenfache greift das Moment M an. 
Dieser Belastungsfall ergibt sich bei exzentrisch angreifender Wind- 
kraft; das Angriffsmoment soll zur Hälfte auf die linke, zur Hälfte 
auf die rechte Ecke des obersten Rahmenfaches aufgeteilt werden. 
Dann ergibt sich im (n—1)-ten Fache ein Wt-Verlauf nach Abb. 8. 
Am darunterliegenden (n—2)-ten Fache greifen nurmehr die Reaktions- 





M 
kräfte des (n—.1)-ten Faches (%-: —= + 1 ) und am »-ten Fache 





n—2 
daher das Kräftepaar W,,ı = af an, welches die Reaktionskräfte 
a en 1 erzeugt. Ähnlich wie im zweiten Kapitel dieses Ab- 
v1 
schnittes ergibt sich 
Ibis; iasahrtera 


A Be EN 
1,2 Ban, 





1 1 
3 3 
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Var u rtsa 











Zn 1 —=—— Mootga=—Mp 
v v—1 
Dr 2 an 2 
en ia ee, 
h,2 Ele a 





für v—=0 bis v=(n— 2); im (n—:1)-ten Fache erhält man für 














Üen-1 1 rn 2hn-ıtga Di 
= WS —— = —M 
ee 91.0 De 
%, heat 
Se San et — — Mp 

n—1 n—2 

N DRM HC. 92 

= u : M = 84 aD: 
has 02 


Damit rechnen sich die Belastungsglieder 
1 1 
Br =6. 0Mp a — x ıdsecaMp--2pwseca 
9) 
2 2 
ea: —p)| = 
oO oO 


= 2Mp[(1 — x) (0 —4pvseca) — 3x Wsec.al 
und 
B, = — 2Mp[(o— 4pwseca) + 3wseca|. 


Abweichend gebaut ist nur das Belastungsglied B„_ı, welches lautet: 
Bı 2 2Mp o (1 2 2) — 3xwseca—4pwseca(l |: 


Damit lautet die Differenzengleichung der D,: 
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AR (o—4pyseca) + 5 yseca 
en en er onM 
a PTR Z2pvsecal+2o) 





D, —D, Km +xD, == 
= +2Mp el AN NE 
®—2pyseca(l1-+'20) 





2 aM (L—x)(0—4pyseca)— 3x yseca (32) 


RE +20) 





Das DD 4Km —: 


0(1+ 2°) 1 mapyseea— 3xyseca 
—=-+2Mp zn 








®—2pysecal+20) 

Die Gleichungen für v„=0 und v= n-—1 folgen in den Belastungs- 
gliedern nicht dem Schema der übrigen, die durch die Form 

Dre Fe 19% RK + xD, = b ze | 
gegeben sind; für die Integration der Differenzengleichung müssen sie 
daher zunächst gestrichen werden, dafür sind D, und D,„-ı als vor- 
läufig unbekannte Randwerte einzuführen. Hat das Tragwerk nur 
wenig Fache, dann empfiehlt sich die Auflösung des Gleichungs- 
systems durch Integration nicht; man wird mit Hilfe elementarer 
Methoden früher zum Ziele kommen. Sind viele Fache vorhanden, 
wird man folgenden Weg einzuschlagen haben: 
Den me me 
7 b 
wobei wie früher b= —  —  — —— ist. 
Kn +% 

C, und C, bestimmen sich aus den Randwerten; für v=0 ist 

Dy—=D Bund für Y=n==1rist’Dy- Dy-1; daher ist 
Da b+ Gel, 
IE alt, 

und daraus r 5 
b -- (D, — b) vl — D,-ı 














Q, mer ir een rezt 
&  b+&D,—b)ra-1—D,-; 
2 Phi r ni. 
1 2 
le ergibt sich D, mit 
rer Terme - 1 —T, 
D, pn, —b) ar 1 = En | (Da-ı = b) a a (88) 
Io T] r 


Schreibt man die Lösung für v=1 und fürv=n—1 an, so er- 
hält man mit den beiden gestrichenen Gleichungen zusammen vier 


Fritsche, Differenzengleichungen. j 3 
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Gleichungen, die nur D, D, D.-ı und D„-s enthalten und aus denen 
man diese Größen zu ermitteln hätte. Wegen der gegenseitigen 
Größenverhältnisse von r, und r, wird sich aber die Rechnung da- 
durch wesentlich vereinfachen, daß der Beitrag, den D„-ı zu D, 
liefert, ohne die notwendige Genauigkeit zu beeinflussen, vernach- 
lässigt werden kann, ebenso der Beitrag, den D, zu D„-> liefert, so 
daß aus den vier Gleichungen mit vier Unbekannten zweimal zwei 
Gleichungen mit zwei Unbekannten werden. Da der betrachtete Be- 
lastungsfall von vornherein antisymmetrisch ist, ist Y„= 0; der „zu- 
gehörige symmetrische Belastungsfall“ läßt erkennen, daß auch S, = O0 


v v 


wird. Damit ergibt sich N und X» = — 2 


und das Stän- 





derkopfmoment wird gleich 
x = Mir Raul AP) F Lasiı2P, 


wobei Mi, fürv=0 bis v=n—.1 gleich 





M 
N Is h,tga= —Moyootga=—Mp 


v— 
ist. 
4. Symmetrische Belastung des obersten Riegels mit 
Nutzlast. 


Dieser Belastungsfall bietet nichts Neues; alle Belastungsglieder 
mit Ausnahme des (n—-|)-ten sind gleich Null und dieses reduziert 


sich auf 








An-ı) Pen-i D,n-ı 
Bay = m Ki ] PETE RR 5 
Pa-i DZ n—ı 
u 
O8 An 
+2 yn-ı seca rl. 
Pn-ı hn-ı 


Auch hier wird sich die Methode der Integration erst dann lohnen, 
wenn viele Fache vorhanden sind; man wird dabei so vorzugehen 
haben, wie bereits im 3. Kapitel des II. Abschnittes angegeben wurde. 
Bei nur wenig Fachen empfiehlt sich die Lösung des Gleichungs- 
systems der X, durch Substitution. 


5. Unsymmetrische Belastung des obersten Riegels mit 
Nutzlast. | 

Der „zugehörige symmetrische“ Belastungsfall ist im vorangehenden 
Kapitel besprochen worden, nur der „zugehörige antisymmetrische“ 
Belastungsfall braucht noch untersucht zu werden, um den Momenten- 
verlauf im Tragwerk angeben zu können. 

Es sei der Fall der halbseitigen Belastung mit q ton/m betrachtet. 
Dann ergibt sich im (n—1)-ten Fache ein Di-Verlauf nach Abb. 9. 


Unsymmetrische Belastung des obersten Riegels mit Nutzlast. 35 











Es ist 
der hu-1 
en 3 HA ——t 
5. (+ Es sa) 
aa h 
ee +4) tg ) 
8 In-2 In— i 
und mit Berücksichtigung der angenommenen Gesetzmäßigkeit wird 


l 
An-ı = m (3 -+4otga)und B.-ı a (1+4otga). 

















Damit ergibt sich 
gl? 
SER ı >= — Nr, Das tg a = ce ac?m-1) (3 +4 [07 tg. a) = = Me 1 


1? 
M. 1 Tn-i hu-1 ga= =y oig.a alu} (4 pig al Mo 
x? 
le gar RX) — -_ 
1? 
Mi Mn pen. 
Führt man für h„-ıtga die abkürzende Bezeichnung a ein, so 


berechnet sich 
Jr 


5 
Le ln a4 jonas + [ar ıa+x)xdxX—= 
: ee 2] en n-1° (a-ı +32) — 
= 57 !In-ıln-1 (21-1 54 On-ı In-1ı n-1 
dr 1* 


3*+ 
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a _—— 
en— lo 


ER 
gx? ; er 
a4 SO [Ba +nra-wax — 


sn 
Li vo | 











2 
1 
== 5g An-ı er (An-1 ir 38) 4 94 On-1 nenn IE en Ja 
ly8 
U 1 
LE 
2: . on) [2(o+6p)—1] 
ae 1 01: 
Gi Mn Ma-ı) = G-pofa-n 
Se 1 al? 
1 in 
NEL an an 2 kon) 12 Pond 


Am (n—2-ten) Fache sind die Auflagerreaktionen des darüber- 
liegenden mit entgegengesetzten Vorzeichen als äußere Kräfte anzu- 
bringen : bezeichnet man dieses Kräftepaar mit + P,„-,, dann greift 


B l 
am (n—3)-ten Fache das Kräftepaar + — aan und analog am »-ten 


n—3 
2 es 


v 


= 


Der W-Verlauf am »-ten Fache gestaltet sich daher wie folgt: 

















Bari sah, 
M,— + n s n E; h,tga= -+-P, 1ıPotga-la? = M:, 
v v—] 
P u \ u 1; 
MM, near nen 
1, Le: 
l 
Fr -i et ern —n 
Daher ist 
Ues A 1 ql _1on-2 ql? 
a a — Yooied 2 (n-1) 
182 En 3 (ev Da oN 10?- 1 90 a SB 
dar _. go = pe) 
Dr e Dar . ae 4 po 
U: 2 gl 
2 re 0 — a 2. 2(n—1) 


und zwar gelten diese Ausdrücke für v=0 bis v=n—2. Damit 
ergeben sich nun die Belastungsglieder der Differenzengleichung 
nach (12) mit 
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1 
Bir 5 gqlpo?"-d[(o— 4p yseca) + 3 yseca] 


1 
B, = — — ql?po?"-D [(1—x)(— 4pyseca) — 3x yseca 
9 Y Y 
B,-ı = 6 ,altpoxn- |-o+x-, er 12p—D| + xyseca 
12 2 
-DoraD + 2ppsecal( I p.o?n- Du porn »)\ 


und diese selbst lautet schließlich 


— 4pyseca) + 3yseca 
FE +20) 





MD) - kKnldı -xD= 
(1 =) (o —4py seca)— 3xy seca 
o—2pwyseca(l1-+ 20) 





1 
—— _— 2 2(n—1). 
5 ql’po 


D,_; —kıD, ir us Tarer 
#0 z#Ppyseca) —oxypseca 
0 — 2pwseca(l + 20) 


2(n—1). 1 





— zal2po? 

(34) 

Dy-3 — Kn Da 3 Bel: == 

(1— x)(o— 4pyseca) — Sxyseca 
o®— 2pwseca(1- 20) 





1 
De; ql?po?w-1). 

Dn-2 — kn Da-1 =. I aloan-n). 
32 


0|—16 nn „20 +12p—1)| + 24x yseca + 32pyseca(2 — x) 


*— 2pyseca(l1-+ 20) | 
Streicht man die erste und letzte Gleichung dieses Systems, so erhält 
man die Differenzengleichung D,_; — kmD, + #D,ıı = b mit den zu- 
nächst unbekannten Randwerten D, und D„-ı, die bereits im dritten 
Kapitel des zweiten Abschnittes gelöst wurde. 


Die Größen S, und D, können nun als bekannt gelten; damit auch 
die Ständerfußmomente. Die Größen Y, bekommt man aus dem „zu- 
gehörigen symmetrischen“ Belastungszustande mit dem doppelten Be- 
trage, weil der „zugehörige antisymmetrische“ Belastungszustand 
Y,= 0 liefert; damit macht auch die Berechnung der Ständerkopf- 
momente nach der Beziehung (30) keine Schwierigkeiten mehr. 











Beispiel. 
Die leichte Anwendbarkeit und die übersichtliche Berechnungsmöglichkeit 
der abgeleiteten Formeln soll nun an einem Beispiele deutlich gemacht werden. 
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Gegeben sei ein mehrteiliger Rahmenbock von einer Gesamthöhe H = 30,00 m, 
einer oberen Breite 1.-ı=3,50 m; die Zahl der Fache sein=5, die Neigung 
der Ständerachse gegen die Liotrechte betrage 5°/,, daher tg« = 0,05. Damit 
ergibt sich eine untere Breite des Bockes (an der Einspannstelle) mit 17 — 6,50 m. 


1-20 Ta n/a 5,9 =NM 
0 Yız- V a ee 











lo Is 6,50 
2 30,00 
H=h(l+0+0°+0°+ 0%) =h:-3,%33, draus h=h,= 30655 7,570 m 
bh=h 7,570 m, =!’ — 2h,tg a = 5,743 m 


h,= ho = 7,570 - 0,8835 = 6,688 m, ı=1,--2h,tg a = 5,074 m 

b, = he — 1,910 70.780709, 9090, ,=1,—2h,tga = 4,483 m 

hs; he = 7,510+ 0,6597 5,221; l,= 1, — 2h,tg « = 3,961 m 

h, = ho? = 7,570 - 0,6094 = 4,613 m, l,=1,— 2h,tg «a = 3,500 m 

tl 

ET | 

Ferner seien gegeben die Querschnittstärke des Bockes an der Einspann- 

stelle mit 1,40 m, an der obersten Rahmenecke mit 0,80 m; die Querschnitts- 
abnahme um 60 cm entspricht einer Querschnittverschwächung von 2°/,. 


Daher ist die Querschnittstärke des Ständers in der Mitte des nullten Faches 
d, = 1,400 — 0,076 = 1,324 m, ebenso in der Mitte des 2. Faches 
d, = 1,400 — 0,337 = 1,063 m, ei lee „. des 4. Faches 
d, = 0,800 + 0,046 = 0,846 m. 


Die Trägheitsmomente kann man proportional setzen den 3. Potenzen der 
Querschnittstärken; daher ist 
2 3 2 
I on 0 
Jaa . d,®. 0,604 
Jo dem Ber 
Das Verhältnis der Trägheitsmomente in Ständer und Riegel desselben Faches 
soll gleich 1 gesetzt werden; damit wird 


1910. 














— 0,259 © 0,25. 


Be a ho ‚Jeo ho 








—=y=1,318. 


v Ar Ja o lo 7 1 1} 


Die gegebenen Größen /», die zum Unterschiede mit den für die An- 


wendung der Formeln erforderlichen mit A» bezeichnet werden sollen, ergeben 
sich nun mit 


Ze. — 0,6405, As — 019 
Ar 2 
ein Nährerungswert für x, folglich 


UBS AT ee 
a a Bes 
Zi, V& 0,6405 = 1,249. 





Die Verbesserung ne ist mit Hilfe der Beziehung (15) zu bestimmen 
0 
en (2% Be 
Ag Ag As As 


— 4,8 — 0,2805 4,6 — 2,4825 x? — 1 = 0,0009. 


Da £(»,) nur 0,0009 beträgt, der numerische Wert von f’(x,) >1 ist, kann 
%*, mit dem genauen Wert % identifiziert werden; dies rührt davon her, daß bei 


Beispiel, 8 9 





Annahme von Se y. az“ = 0,25 die Verhältniszahlen 1, 4, 1 Glieder 
co 

einer geometrischen Reihe sind. Berücksichtigt man die Werte, die sich tat- 

sächlich ergaben, 











Je2 Be 0, 52, Je 


1ER Ta 


so erhält man 
f (#0) = rn — 0,230 19° — 2,954 n02 — 1 = 0,226 


f(x) = #0 (8108 — 1,380 #4 — 5,908) = 20,161 





die Verbesserung ergibt sich daher mit (#0) —= 0,0112 und der genaue Wert 








Ü(xo) 
w f(x.) e: 
“== Per Pa) 1,238 
und schließlich 
A,= Ao Ka — 150,938. 
F 4 4 2 43 A Av 


Für diesen Fall sollen die gegebenen /v und die für die Rechnung erforder- 
‘ rden, um die geringen Abweichungen 


echnerisch erforderliche A» 

0,993 

1,522 

2,338 
och » mit dem ursprünglichen Werte 
\npassung an rechnerische Forderungen 
. bei der Berechnung eines derartigen 
ssächlichen Trägheitsmomente nicht vor- 
lestens in ebenso großen Fehlergrenzen 


« 


; Baustoffes betrage 2400 kg/m?; dann 


1,400 = 2,52 ton/m 
2,400: 1,62 





Sn 0 
0,0659 {u 
m, = 0,8835 0,0747 
0747 
ssgr = 0,0548 


2 + on = 2,810. 


6c)(2 + 0%) = 18,614 


.6e) — 6,332 


1- 


2 + v sec a = 3,320, k=2+x(2+vseca)= 6,130. 


40 Der Stockwerkrahmen mit geneigten Ständern. 


Schließlich lautet die Differenzengleichung der X, für das vorliegende Beispiel 


BOX, + X, esse 
X, +6,150X, + 1,550 X, — 18,614 (eo)? 
Ro ER — 18,614 (eo) 
X, +6,150X, TB 614leo)t 


und daher die zugehörige „charakteristische Gleichung“ 
1 + 6,150r + 1,250r? = 0 























daraus ist 10,122, r, = 4,749 
v | 1 MED a) | 4 | 5 
vlogr, | 0,2805 — 1 0,46090 — 2| 0,69185 — 3 | 0,92180 — 4 | 0,15225 — 4 
vlogr, | 0,67669 1,35338 2,03007 2,10676 | 3,38345 
18,614 
Weiter ist ä= = ! 


(eo) + k+% (eo) 
e0—083, äleon) —3,168, 
Nun ergibt sich 
X, = 2,201 — (X, — 3,168) - 0,172 — 0,518 - 0,002 
und aus der abweichend gebauten Gleichung des Systems der X, für »—=0 
X, = 6,332 — 3,320 X. 
Die beiden Gleichungen für X, liefern eine Gleichung für X,, aus der sich 
3593 n 
BR == 3,150 —— 1,189 tm ergibt. 
Nun ist 
X, = 6,332 — 3,788 = 2,944 tm 
P _9 a 
X,=ä(so) + I — ä(eo0) ] rn 2. ä(eo) - 3 
Ta 
— 1,530 — 1,929 - 0,029 + 0,518 - 0,0093 = 1,479 tm 
X, = 1,064 + 1,929 - 0,005 — 0,518 - 0,044 = 1,050 tm 
X, = 0,143 + 0,518 - 0,218 = 0,856 tm. 
Zur Kontrolle wird man immer die Bedingung benützen, daß die berechneten 
X» die Differenzengleichung befriedigen müssen; z. B. für »=1 muß sich ergeben 
1,139 + 6,150 - 2,544 + 1,250 - 1,479 
N nn nn au 
18,615 
Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes bietet nichts Interessantes 
X, usw. durch Ein- 


ä(eo) = 0,518. 





— 18,614 


mehr; nach den angegebenen Formeln sind die Y», M?,,, 
setzen der besonderen Zahlenwerte zu bestimmen. Die Ergebnisse der durch- 
geführten Rechnung sind in der folgenden Tabelle und dem Momentenbild für 
Eigengewicht in Abb. 10 eingetragen: 




















ae, | Y | me, | u. bme, | mm | m 

o | 1139 | 6594 | 2908 | 2477 | 50821 | 13292 | + 5,368 
ı | 2544 | 6370 | 2094 | 2802 | 3781 | 9958 | + 3453 
2 | 1479 | 4888 | 1408 |—141 | 2501 | 6,435 | + 2,526 
3 | 1,0501 8091 '|>0,989° | 0089 | 1845 | Aue) L168r 
“0856 | 2572" 0685| 1,0 | 1,081 3,196 | + 1010 
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Hat man den Momentenverlauf im Tragwerk berechnet, wird es sich zum 
Zwecke der Erkennung von Rechenfehlern, die sonst bei dere hochgradig 
statisch unbestimmten Systemen nicht ins Auge fallen, immer empfehlen, Rechen- 
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Abb. 10. Abb. 11. 


proben durchzuführen, die aus dem Satze über die reduzierte Formänderungs- 
arbeit bei statisch unbestimmtem Systemen hervorgehen. Eine solche Rechen- 
probe wird um so wertvoller sein, je größer der Teil des Tragwerkes ist, über 
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den sie sich erstreckt. Der Ansatz für die ausgedehnteste Rechenprobe lautet 
folgendermaßen: ni 

nl a M 9% ” a 

r ER Ver ar, YtrM, n—1 An-1 Di: Fr (en ag u Au U. 

Diese Gleichung sagt nichts anderes aus, als daß die Verdrehung des untersten 
Ständers an der Einspannstelle gleich Null sein muß; als statisch bestimmtes 
Grundsystem wurde dabei der Umfangsrahmen gewählt, den man erhält, wenn 
man alle Zwischenriegel durchschneidet. Für das obige Beispiel ist die Rechen- 
probe in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 























v Y, Yo 1, Re R,+X,n,| M,A, 
0 5 1,318 | 1,000 organ _ 1,766 — 5,021 
1 vn 1,649 1,250 +: 0,242 + 0,399 — 4,728 
2 vn” 2,064 1,563 + 0,028 + 0,058 — 3,912 
3 ab n? 2,580 1,954 + 0,061 + 0,118 — 3,654 
4 na 3,232 2,448 — 0,175 — 0,566 — 2,560 
3 | — 1,757 
| 
Nun ist 


a ge e (3,126 — 0,685) - 2,448 = — 4,317 -+ 4,083. 


Der vorhandene Rechenfehler von 31/,°/, rührt davon her, daß die X, da- 
durch um einen geringen Betrag zu klein sind, weil für den Mt-Verlauf im 
Ständer nicht die Parabel sondern die Tangente an die Parabel in die Rechnung 
eingeführt wurde. 

Mit Rücksicht auf denselben Satz ist ersichtlich, daß der Momentenausgleich 
in jedem geschlossenen Fache erfüllt sein muß. Für das nullte Fach muß sich 
daher ergeben: 


5 ; 2 ’ 
X, Di: X) Yo 2 Me A, == S (MD, = Mi) A, =. 
Daher für das obige Beispiel 
2 


3° 10,384 - 1 = — 6,187 + 6,933. 


Ebenso muß für das (n—1)te Fach erfüllt sein 
Me = 2 R 
Kn-ı+ Kane Me ar neh Tee ) ne eg 
2 Mine) =. 


Die Momente des Riegels, der das betrachtete Fach nach unten abschließt, 
müssen natürlich mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Kontrollrechnung ein- 
gesetzt werden. 


— 1,766 — 5,021 + 


2 
ET Men-2 N =, (ME) 


E.N— 


Für das obige Beispiel ist (n—1) gleich 4 und nun ist 
— 0,566 — 2,560 + 4,083 + 3,654 — 4,488 = + 7,737 — 7,614. 


Zu 2. An der obersten Ecke desselben Rahmenbockes greife die Kraft 
W= 1 in horizontaler Richtung an. 
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Es st 
0? +8 p?w sec a = 0,181 + 8- 0,0034 - 1,320 — 0,817 
1+%=1+ 1250 = 2,250, 60% seca = 6: 1,320 - 1,250 - 0,884 = 8,762 
®— 2pwseca(l + 20) = 0,781 — 0,116 - 1,320 - 2,768 = 0,357 


o— 4p vw sec a = 0,884 — 0,334 = 0,550, —1+x0=—1- 1,105 = 0,105 
4,381 + 0,058 
u Ben yon 9, 
a= 1,570 0,357 93,98 


Damit lautet die Differenzengleichung der Dy/’ 
en ‚72D, + D,’ = 84,514 
= 99.768 Ds’ + 1,250 D,’ = 93,982 - o 
no BE — 93,982 - o? 
D;,’ — 29,768 D,’ = 95,982 . ot 
und die „zugehörige charakteristische“ Gleichung 
1 — 29,768r +1,23 7? —=0, 
daraus ist 
T; = + 0,034, 2.2 = 23,7% 
r, = 0,034, ==. 0,001, y’=. 





E02, ma io 
T, To Ta 
Weiter berechnet sich 
ir 93,982 re I, 82 
OL 1.128 7 29.1637 21,105 5 97055, a 


äon = — 3,408 - 0,538 = — 1,837 
D,’=ä0— (D, + 3,408) - 0,034. 
D,’ ergibt sich aus der nullten Gleichung obigen Systems mit 
D,’ = 84,514 + 21,72 Dy. 
Aus diesen beiden Beziehungen bestimmt sich 
/ 87,642 
Di 2067 3,982 tm 
D,’= — 3,012 + 0,578 - 0,034 = — 2,992 tm 
D;’ =: — 3,408 - 0,781 + 0,578 - 0,001 = — 2,660 tm 
D;’ = — 3,408 - 0,690 + 1,837 - 0,002 — — 2,349 tm . 
Dy’ = — 3,408 - 0,609 + 1,837 - 0,042 — — 2,002 tm. 
Zur Kontrolle der berechneten D»’ ist z. B.: 
— 2,992 +29, 10303 2,660 — 1,25 - 2,319 = 3, 982 - 0,781 
73, 3,324 - 73,314 
Um die Differenzengleichung der D»’” zahlenmäßig anschreiben zu können, 
hat man zu berechnen 
o — 0? = 0,884 — 0,538 = 0,346 
0,550 - 0,150 + 4,381 








ee Dr — — 94,236 
0 0,550 - 0,250 + 4,950 
b= + 7,570: 0,588 0357 58,188 
le pe 
B, = — 7,570 : 0,846 357 = — 32,134 


und es lautet TS 
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2291 IT DE ED 
D,’ — 29,768 Di” + 1,35 ar 


— 32,134 
— 94,236 0 + 58,183 


Il 





D,” — 93,982 0? + 58,183 
D,’— Boh BR NL 4986 Ger 58188, 
Ferner ist 
. DE 94236 
DT oT ae A 


— 3,418: 0,884 — 2,112 + (Du — 3,418 + 2,112) 0,034. 
Aus der nullten Gleichung des Systems bekommt man 
D,” = — 32,134 + 21,972 D,”’ 


32,990 
21,938 


daraus ist 
71 
De 





— + 1,502 tm 
und 
D,” = 0,900 + 0,196 : 0,034 = + 0,907 tm 
D,’ = + 3,418 - 0,781 — 2,112 + 0,196 - 0,001 = + 0,552 tm 
(D,”—&— b) = 1,502 — 3,418 + 2,112 = 0,19 
30° + b = 3,418 - 0,588 — 2,112 = — 0,273 
D,” = 3,418 : 0,690 — 2,112 + 0,273 : 0,002 = 0,246 tm 
D,” = 3,418 - 0,609 — 2,112 + 0,273 - 0,042 = — 0,016 tm 
Zur Kontrolle ist z. B. 
0,552 — 29,768 - 0,246 — 0,016 -125 = — — 9, 236 - 0,690 + 58, 183 


6,642 6,780 


Die weitere Berechnung des Momentenverlaufes ist in der folgenden Tabelle 
und dem beigefügten Momentenbild der Abb. 11 zusammengestellt: 





Dy 








Dy”’ D» RES ENy> NN - Xa» 


3,982 | + 1,502 | 2480 | —- 1,940 | 8375 | 5821 0,796 
2,992. | 40,907 | — 2,085 | 1,043 83347 1 5111 1,024 
— 2,660 | + 0,552 | — 2,108 | — 1,054 | 2,954 | 4,998 0,985 
2,349)’ 20,246 | 21030102 1058 Well 1.4652 0,987 
2,002 | — 0,016 | — 2018 | — 1,009 | 2307 | 4,346 1,146 





BP WON oo 








Zu 3. Am obersten Rahmenfache greife das Moment M = 10 tm an, das 
zur Hälfte auf die linke, zur Hälfte auf die rechte Ecke aufgeteilt werden soll. 


Es ist 
B, = — 2: 0,058 - 10,0 - 12,612 — — 14,630 





— 0,138 — 4,950 
Ba — 2160, 0,884 - 10,548 — 0,084 — 4,950) — 13,976. 
0,357 
Daher lautet die Differenzengleichung der D, 
— 21,72 D, + Dı —= — 14,630 
D, — 29,168 D, + 1,25 D, = — 16,542 


D, — 29,768 D, + 1,25 D, = — 16,542 
D, — 29,768 D, 213.976 
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und ihre Lösung mit den zunächst unbekannten Randwerten D, und D, 


Dann, BD 





7,8 2 
folglich ist 
—- 16,542 
_ D, = 0,602 + (D, — 0,602) r, + a = 14,630 4 21,972D,.. 


Da der Beitrag von D, außerhalb der üblichen Genauigkeit ist, ergibt sich 
daraus mit Hilfe der nullten Gleichung des Systems der D, 


15,212 
Do — 57958 = + 0694 tm 


D, = 0,602 + 0,092 - 0,034 — -+ 0,605 tm 





ebenso ist 
D; = 0,602 + (D, — 0,602) : 0,042 = 13,976 + 29,768 D, 

ohne Rücksichtnahme auf den verschwindend kleinen Beitrag von D,; daraus 

berechnet sich 


13,399 
bb 9,0 0,498 tm 
Di 0,602 — 1,100 - 0,042 = -+- 0,556 tm 
schließlich ist 
D, = 0,602 tm. 


Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle und 
in dem Momentenbild der Abb. 12 eingetragen: 














v D» Xa v Xp vs M: v | X v Xp v M? y 

0 0,694 0,347 — 0,347 | — 0,580 | — 0,233 0,233 — 0,536 
1 0,605 0,3503 | — 0,3503 | — 0,580 | — 0,252 0,252 — 0,558 
2 0,602 0,301 | —0,301 } —0,580 | —0,81 | 0,281 | — 0,561 
3 0,556 0,278 | — 0,278 | — 0,580 | — 0,359 0,359 — 0,093 
A123 0498 71 0,3492, 7.0249 1.0580 1 0,815 | 0815 174,185 








Zu 4. Der oberste Riegel ist mit q= 1 t/m total belastet. 


Im (n — 1)-ten 
Grundsystem berechnet sich 








De 1# 

Dr -1,- om DI -+6yYtga) 
De 132 

m n EI 15.0 





Damit ergibt sich das Belastungsglied Bn-1ı 














&n-—1i Den-1 H Dan-1 
Bam =—An-ı[1- em) In-1 "2 yn-ı 860 a hn-1 
+2 a ren — A, „a1 REN ET EL 
@n-1 Wan ns a ms 3+2vseca 12 
wenn | 


m; 





m=(l1+6ptga), 
ist; alle übrigen Belastungsglieder sind gleich Null. 


m=ptsa (=; 
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Abb. 12, 
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Für das gewählte Zahlenbeispiel bestimmt sich 
A 0,066 
- 1,396 





m— 1,396, m, — 0,0659, — 0,047. 


Damit 
Bn-ı = rn 5,743? - 0,8848 - 1,396 - 0,718 = 1,019 
und es lautet die Differenzengleichung der X, 
3,320 %X, + A) 
X,+6,150X, +1250%, = 0 
X, +6,150X%,+1250X, = 0 
X,+ 6,150X, == 1,019 


_ die allgemeine Lösung derselben mit den zunächst unbekannten Randwerten 
X, und X, 








DR van v v 
N ae DT LT I nn) Eimaat, 
An te lRR, am1 %, 7,01 +» An-1 rn-1 (en 70-1 
die gekürzte daher 
a 1 
X,=(—-1/PX,1rr, + (— 2% a, Xn-1 Fave 
2 


Folglich ist 
X, = —X,:0,172— X, 0,009 = — 3,320 X, 
X,= — X,:0,005 — X, 0,211 = 1,019 — 6,150X, 
X,=0 
X,=4 an — + 0,172 tm 
X, = — 0,172 0,009 = — 0,002 tm 
X, = — 0,170. 0,21.= 0,036 tm 
X,= + 0,172 0,044 = + 0,008 tm 


Weiter ist nach (6a) 








3 ql® 2(n—1) gl? 2(n—1 
a ee er  BIBBER 2 
rn 1 Super: | 13 {0 m-+zZv Aare [0] m, + 


+ Xn-ı(l Fwseca) + Ku = 





3+2yseca | 12 
für das Zahlenbeispiel ist 


2 
: 4 moa-D(ı +4cwseca)+ Xn-ı(l+ sec) 


539 5 32,982 - 0,871 -1,396. 1,248 + 0,172 2,320) ae 


die übrigen Y„ berechnen sich ebenso aus der allgemeinen Beziehung (6a), nur 
verschwindet das Belastungsglied. 


2 
NN = an md) ntga — 0,404 tm 
alle übrigen M?, sind gleich Null. 


Alle erhaltenen Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle und dem 
Momentenbild der Abb. 13 eingetragen: 
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5 x Y, | MO, x Ma, Mm, 
0 0,000 + 0,002 0,000 — 0,002 0,000 0,000 
1 — 0,002 — 0,013 0,000 + 0,011 + 0,003 + 0,003 
2 + 0,008 + 0,055 0,000 — 0,047 — 0,011 — 0,011 
3 — 0,036 — 0,256 0,000 -+ 0,220 + 0,048 + 0,048 
4 + 0,172 + 1,151 0,404 — 0,575 — 0,575 + 1,019 








‚Zu 5. Der oberste Riegel ist mit q—=1 ton/m links halbbelastet. Für den 
„zugehörigen antisymmetrischen“ Belastungszustand berechnet sich 
Bo =: 32,982. 0,058 - 0,971: 00 _ 4478 


2 0,357 
er 4950 + 0,188 R 
Bo — 0,855 I" — 5,068 
o[—16p + #20 -+ 12p — 1)] = 0,884 : 0,906 = 0,802 
4pxwseca — 2302, 32p%p sec a (2 — x) = 0,144 : 0,75 = 0,108 
0,802 + 2,302 -+ 0,108 








Bn-ı = 0,382. 0,357 —= 3,438. 
Daher lautet die Differenzengleichung der D» 
— 21,72D,+ D, — 4,478 
D, — 29,768 D, + 1,25 D, = 5,068 
D, — 29,768 D, + 1,25 D, = 5,068 
D, — 29,168 D, — 3,488. 
gt En 9,068 
Weiter ist b= — 27518 a 0,184 
D, = — 0,184 + (D, + 0,184) 0,034 = 4,478 + 21,972 D, 
4,655 
daraus D, = — 21.938 — — 0,212 tm 


D, = — 0,184 — 0,028 : 0,034 —= — 0,184 tm 
D, = — 0,184 + (D, + 0,184) 0,042 — 8,438 + 29,768 D, 





3,614 
D, = — 0,184 + 0,063 : 0,042 = — 0,184 tm 
D, = — 0,184 tm, 


Zur Kontroll ist z. B. 
— 0,212 + 29,768 - 0,184 — 1,250 - 0,184 = 5,068 
| 5,042 
Der „zugehörige symmetrische“ Belastungszustand entspricht dem Belastungs- 


falle unter 4, so daß die S» gleich den dort erhaltenen X, gesetzt werden können. 
Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle vereinigt: 

















v | Sr» | D» | Xa v Xp v Y» | Sn v | X v 

0 0,000 | — 0,212 | — 0,106 | + 0,106 0,001 0,095 | — 0,094 
1 — 0,002 | — 0,184 | — 0,093 | + 0,091 | = 0,007 0,113 | — 0,096 
2 + 0,008 | — 0,184 | —0,089 | - 0,096 0,028 0,085 | — 0,129 
3 — 0,086 | — 0,184 — 0,110 | + 0,074 | — 0,128 | — 0,048 | — 0,007 
4 +0,172 | — 0,12 } + 028 1.4.0,144. .1.0,57611 0,266. 50,320 
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Dritter Abschnitt. 


Der Stockwerkrahmen unter Berücksichtigung eines 
veränderlichen Trägheitsmomentes. 


Die Stützweite der einzelnen Fache ist nun konstant, die Veränder- 
lichkeit der Koeffizienten A, und y, beschränkt sich auf die des Träg- 
heitsmomentes. Bei ausgeführten Stockwerkrahmen nimmt das Träg- 
heitsmoment nach oben hin bedeutend ab; dies rührt davon her, daß 
in den Ständern die Längskräfte nach unten stark anwachsen, die bei 
Einhaltung der zulässigen Spannungen eine immer stärkere Querschnitt- 
bemessung erfordern. Außerdem erzeugt eine horizontaleWindbelastung 
nach unten ungefähr linear anwachsende Biegungsmomente, die eben- 
falls eine Verstärkung der Ständer nötig machen. Auch die Abmessungen 
des Riegelquerschnittes werden sich in der Regel nach oben hin ver- 
jüngen; bei Hochbaukonstruktionen tritt der letzte Riegel an die Stelle 
. des Dachbinders; die leichtere Belastung desselben wird auch eine 
geringere Querschnittsbemessung ermöglichen; außerdem wird die 
Nutzbelastung so verteilt sein, daß im allgemeinen in den oberen Ge- 
schossen eine kleinere, in den unteren Geschossen wegen der Unter- 
bringung von Geschäftsräumen oder der Aufstellung von Maschinen 
eine größere Nutzlast zu berücksichtigen sein wird; damit ist natür- 
lich auch eine größere Eigengewichtswirkung verbunden. 

Bezeichnet man den reziproken Wert des Trägheitsmomentes mit i, 


so erhält man bei Berücksichtigung von nur 2 gegebenen Größen i 


Will man 3 gegebene Werte von i berückichtigen, hat man x aus 
der Gleichung 


a 


Im Im Im Im 








zu bestimmen, wenn n eine gerade Zahl ist; ist n ungerade, dann 
lautet die Bestimmungsgleichung für x ähnlich‘ wie Gleichung (15a) 


ya (2) rr—ı=0 10 


Im Im m Im 





A berechnet sich mit 
io + im + in 
und % wird unter denselben Voraussetzungen wie früher 





A= 


Bu 
ek 


Fritsche, Differenzengleichungen. 4 
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Was die Lösung der Gleichung (35) anbetrifft, gilt dasselbe, was dar- 
über im zweiten Abschnitte gesagt wurde. 

In bezug auf die Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten 
und der Belastungsglieder braucht nur berücksichtigt zu werden, daß 
für den Stockwerkrahmen mit lotrechten Ständern o=1, seca=—=1 
und tga—=0 wird. Damit ergeben sich die Differenzengleichungen für 
die speziellen Belastungszustände. 


1. Eigengewicht. 


Der mittlere Koeffizient der Differenzengleichung der X, wird für 
seca=1 
2 (227.0) 


das Belastungsglied B, ergibt sich nun, dm=1, m, =(0, c=0 ist, 
1 

mit B, = 1580 12(2 4 &x)e2e-D, 

Infolgedessen lautet die Differenzengleichung der X, 


1 
BT WER, Lex, = 580 


f 
X, +l2+r2 +w]X,+x%X, = m l2 +4 e*%) 38 


1 
x,_1 He [2 ar (2 +Y)] x, iR *Xvr1 7 1580 12 (2 — & x). 


und die „zugehörige charakteristische“ Gleichung daher 

1+2 +22 +vw)r+xrr=0. 
Da die nullte Gleichung des Systems abweichend gebaut ist, muß die 
Lösung mit den zunächst unbekannten Randwerten X, und X,„ be-. 
rechnet werden, die durch die Stützenbedingungen des Stockwerk- 
rahmens bestimmt sind. 


Die Lösung der Differenzengleichung ergibt sich entsprechend eım mit 








EN We ER ee 
e IR 
zit 
1a 
wenn wie früher 
R a 
ä= —, 5: 
er +k, +%e 


Es wird jedoch in keinem praktisch vorkommenden Falle mit dieser 
etwas umfangreichen Formel zu rechnen sein, da der mittlere Koeffizient 
in der Differenzengleichung stets stark überwiegt; infolgedessen wird 
r, klein und r,” fällt bei einer größeren Anzahl Fache aus dem Bereich 


Maximale und minimale Momente, 5l 


r," Ee 
und, 
103 22 
können in den meisten Fällen gestrichen werden, so daß sich mit Be- 
rücksichtigung der erwähnten Größenverhältnisse die gekürzte Lösung 


ähnlich wie (21a) mit 


X, =320-D + (— 1)? BI äe-2] ee De a g2(n—1) 








der üblichen Genauigkeit. Aber auch die Quotienten 





37 
a al) 


ergibt. Die Berechnung der Y, gestaltet sich entsprechend Gleichung 
(22). Es ist 


= = 


ma 2y 5 BE Ip Pan er 
Das Ständerkopfmoment bestimmt sich nach (23) mit 
Re Ge re N + I 
da M;, — 0 gesetzt werden muß. 
Damit kann der Momentenverlauf im Tragwerk als berechnet 
angenommen werden. 





2. Maximale und minimale Momente. 


Beschränkt man die Berechnung eines extremen Momentes auf 
den Fall, daß die Riegel immer nur total mit Nutzlast p/m belastet 
werden können, so lassen sich leicht Regeln angeben, wie zu belasten 
ist, um ein beliebiges Ständerfuß- oder Ständerkopfmoment zu einem 
Extrem zu machen. Darauf soll aber erst im IV. Abschnitte einge- 
gangen werden; an dieser Stelle soll nur gezeigt werden, wie sich 
die Berechnung des Momentenverlaufs gestaltet, wenn abwechselnd 
jedes 2. Fach mit Nutzlast p/m belastet erscheint, ein Belastungsfall, 
der sich bei der Berechnung extremer Momente, kombiniert mit einem 
solchen, bei dem nur ein Riegel belastet ist, alle anderen unbelastet 
sind. Übrigens liefert dieser Belastungsfall extreme Riegeleckmomente. 


1 
. Es sei DIE AD Du nn 2 De 
D.1 =D: =D — er Kot —— 0) 


dann lautet die zugehörige Differenzengleichung 


1 
DER, X up 


X +2 +r@+ WR +#R, = Spla 

X, +2 +22 + WR, +r%, = +%.5pl? (38) 
Dr RE RX, pie 

+2 +22 + WR ta, = + pl 


4* 
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1 1 
Bezeichnet man zpr —=a und 13 xpl®=b, so kann man obige 


Differenzengleichung allgemein anschreiben 


1 — 1)*-1 1+ (—1)” 
tk bh +r Kr = _ b) nu b) 


Di 


dieses Schema läßt sich vereinfachen auf 
X, 1 + kR, +r X, =" —b(— 17 








wobei 


1 1 
2 a 2 
a =, p?[2+x],b 5 p?’[2— x] 


Für eine partikuläre Lösung macht man einen dem Belastungs- 
glied analogen Ansatz 
&=&8—b(--1)%. 
Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich 














= 1 2+x% — 1 2 —ı 
Ar [z J b = le 5 . 
ae) EEE 
Die partikuläre Lösung lautet infolgedessen 
2 1 2 -+x% 2 —ı 
6, = pl: a hp 
24 3+x(3+Y) 11 28-0) 


und daher die allgemeine Lösung der Differenzengleichung 
X, =3-b- +10” + 0-17 97” 
(ap) en une rn 








EN Zen r,? — r.? 
1 2 
(a5.bi len ern Xp 
QG,=+ )[C ee Re o 1 
1 2 


eingesetzt, bekommt man schließlich 





e Se a 
X, =&— (— 1" b—[X, — dä —b)]|(— 1? 4 gen er 
1 2 
= en Des 
fi, N Ber an). Bm 39 
en (39) 


Wie früher geht daraus die gekürzte Lösung in folgender Form 
hervor: 


ab Ei 





la hi] LER 


ro 

Die Lösung enthält den noch unbekannten Randwert X,, der 
durch die abweichend gebaute nullte Gleichung des Systems der X, 
bestimmt ist. 
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3. Unsymmetrische Belastung sämtlicher Riegel. 
Alle Fache seien mit p/m links halbbelastet; dann ist 


Ä B) l 








I 
damit wird 


u 


2 
3 x I ee 1. 
oO (0) 








1 am Per 9 
abe je Zen mer en ae 
m [wei er pars end 
oO 
2 
B 1 1 1 Aa 7 
»= Me.» d ae Te Be = 4 
= [m xax IRRE 384?! 
(6) 
Zur Kontrolle der Rechnung muß 
1 
eu +2,)=® 
sein. | 
A ee a RR & 
rar ar sp 
1 
— = ze 4 
1 RR = 2 — .,,)= . er emdls= 192 pl 2 


Das Gleichungssystem der Summen S, lautet: 


| 1 
(2-+ 9%) Sn: Sı = pPpF 


1 
> + 2+x@+p8 + = 5PP2+m \ (40) 


3 \ 
+2 +#2+ Yl-ı +7 = ;Pl@ +7) 


Um das Gleichungssystem der Differenzen D, zu bekommen, ist in 
der allgemein gültigen Gleichung (19) o=1, p=0, seca=1 und 
3a, = 0 zu setzen; der Wi-Verlauf erstreckt sich beim Stockwerk- 
rahmen, lotrechte Belastung vorausgesetzt, ja nicht auf die Ständer. 
Die »-te Gleichung desselben lautet dann: 











A Ar An Us v1 | 
6 Da 5 ya D,+ FE Du= huge 2 FH Av 
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und die nullte Gleichung ähnlich wie (19a) 
) A u 
Ss @ 4.) D, + 5 Di — Joy 2 
Bei Einführung der angenommenen Veränderlichkeit von 4, und der 
dem gegebenen Belastungsfalle entsprechenden Bedingung 





1 
u v —— A: ee JE 
e cons 59 P 
erhält man die Differenzengleichung der D, wie folgt: 


| 1 
—d+6p)D + D=,,pR 


ji 
D, —1+x(l+6y)D, +#D = ,pP@—)) a) 


| 3 | 
Dı-2=—[1+x(1+69)]D.-ı +xD, = PP? &@—1) 

i' J 
Die Lösung beider Differenzengleichungen macht keine Schwierig- 
keiten; S, läßt sich aus der Gleichung (21) herleiten, wenn man in 
dem Belastungsgliede die veränderliche Größe (eo) =1 setzt; dann wird 











£ a 1 (2-+-%) 
a = == pl? 
DK sa 
’‚rn__r’prn | v__yv 
,=ä—(—1(8,— 3) Tj ni T, Tj — (— 1v-nz =“ ar 
na I, —T 


S, ist aus der für die Lösung gestrichenen Gleichung für v=0O zu 
berechnen. Entsprechend (21a) ergibt sich die gekürzte Lösung mit 


,=-5+ 178-3 —(- 1a 





Die Lösung der Differenzengleichung der D, ER man aus 
Gleichung (28), wenn man dort a=0 setzt; dann ergibt sich als 
Schema der »v-ten Gleichung 

Du; D,+ x D,,ı=b 


ihre Lösung lautet ähnlich wie (28) 








Ib} —— b zes (D, Euz b) 1 Nr 2 SUsr ; N ar = 
Das len ern oe 
wenn 
— b 1 1—x 
b=——— = —..pk- 
1—kKF+x 32 byx 
und die gekürzte Lösung, nach der gewöhnlich zu rechnen sein wird 
1 


D, —-=b+(D, — b)r.? 2ip* 


Dun 
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S»,+ D, 


Sind die 9, und die D, bekannt, berechnet sich X,,= —, 


S,—D, 
2 


und 


X 





Y, ergibt sich aus dem zugehörigen symmetrischen 


Belastungszustande mit dem doppelten Betrage, da der zugehörige 
antisymmetrische me keinen Beitrag zu Y, liefert. 
N 2 

2(3+ 2%) 112 
wobei sich Y, schon auf den tatsächlich gegebenen unsymmetrischen 
Belastungszustand bezieht. Die Ständerkopfmomente X,, und Xp, 
berechnen sich nach der allgemein gültigen Formel (30), nur ver- 
einfacht sie sich dadurch, daß M,, =0 und tga=0 zu setzen ist: 


Re X, ler 
Damit kann der Momentenverlauf im Tragwerk als berechnet an- 
gesehen werden. 





Ip +8,(1 FW) Sy+1l; 


4. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache. 


x(l — x) 


Dann ist (Dee 5 


x e n 
De Pix) 


I, = Be Mar 3x1+21; 
wenn x der Abstand der Last P von der linken Stütze ist. 
>. 
Ur = Di — Ir Tr ze ep den 22°). 


Alle übrigen Belastungsgrößen ®., und U., sind gleich Null. Dann 
lautet das Gleichungssystem der 5, 
ty S0 + SS, = 0 
So + 2 +x2+Y)]Sı + “= 0 


«(5)=0 


SE a a 





(42) 
x(1—x) 


5 +2 +2 +W]SrHı + %Srr2=2P° Et an 


(Er) + BA rt rlönatrsna=e 


Sa 


Sn-2 ie +:%8n—=0 
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Hat ein Stockwerkrahmen nur wenig Fache, ist die Anzahl der 
Gleichungen eine geringe, so bietet die Lösung dieses Systems durch 
Integration keine wesentlichen Vorteile, man wird ebenso rasch durch 
gewöhnliche Substitution zum Ziele kommen. Sind viele Fache vor- 
handen, kann man auf folgende Art vorgehen: 

Streicht man die r-te und (r-+])-te Gleichung, so zerfällt das ganze 
System in zwei Gruppen homogener Gleichungen, einmal mit den Rand- 
werten S, und S,, zweitens mit den Randwerten S,;ı und 8; S, und 
S, bestimmen sich aus den Stützenbedingungen, S, und S,.;ı aus der 
äußeren Belastung (den gestrichenen beiden Gleichungen). 

Die Lösung der homogenen Differenzengleichung mit den Rand- 
werten S, und S, lautet: 


ng 
(rs, 

















 »= —-(-1I9S ee nr, i 
D ( ) 0 Be bias n 12, r]! ase4 5" (42 a) 
und gilt für er 
Für die zweite Gruppe ist 
Ss, (ee 1P One 19%0T% 
Aus den gegebenen Randwerten bestimmt sich 
Re Sr+1 nen 
1 (— 1)"+1r,T+1[r,2= +) — rn (+ ] 
ER Er Sri Inn (t+1) 
So (— 1)7+1[r,a= +1) — r,n— +2] ryr+l 
schließlich ergibt sich die Lösung in folgender Form: 
Pr’ (r+1) rot) ir v—(T+1)r n— (r+1) 
ee : (42 b) 


7 ED. r,n-e4D 
gültig für (r+-1)>v>n. 
Mit Hilfe der erhaltenen beiden Lösungen hat man S,_; und S,,o 
durch 8, und $,;ı auszudrücken, in die gestrichenen Gleichungen 
einzusetzen; schließlich erhält man zwei Gleichungen, die nur S, und 
S.ıı als Unbekannte enthalten. 

Das Gleichungssystem der Differenzen D, lautet wie folgt: 

—(1+6wW)D, + D, =0 

D, — [1+xr(1+6yw)D, + xD, =0 


DD xD, =r 0? —3x142x9.P 
(45) 
D, — [1+x(1+6y)]D,..ı +#Dı42 = — 53x14 2x9)P 


D,+1 ze Tale 6Y)Dr+2+ #Dr+3 N 


Dy-2—|1+x(1-+ 69), Do a LAD 0 
Bei der Auflösung dieses Systems ist ähnlich wie oben vorzugehen. 
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5. Wagrechte symmetrische Belastung. 
(Erddruck von beiden Seiten.) 


Um eine Vereinfachung der Berechnung zu erzielen, soll der Erd- 
druck innerhalb eines Faches unveränderlich angenommen werden, 
so daß für jedes Fach die wagrechte Belastung gleichmäßig verteilt 
wird. Es sei aber ausdrücklich bemerkt, daß die dreieckige oder 
trapezförmige Lastverteilung die Anwendung des Integrationsver- 
fahrens nicht unmöglich macht, sondern nur eine umständlichere 
Berechnung der Belastungsglieder bewirkt. Durch diese verein- 
fachende Annahme löst sich das beiderseitige Erddruckdreieck in 
eine stufenförmig begrenzte Belastungsfläche auf. 


Es sei a ton/m der Erddruck an der untersten Stelle des Trag- 
werkes, r die Anzahl der mit Erddruck belasteten Fache, n die An- 
zahl der Fache überhaupt. Die Belastungsverminderung zwischen 


zwei aufeinander folgenden Fachen ist dann = und die gleichmäßig 


verteilte Belastung des untersten Faches 





des ersten Faches 
a 1 £ 
m=m—i&-al1-,,)-14 
und schließlich ist 


1 a 
W,.= [1-;,) — v— oder ww =k,— kr 
IT r 


wenn 





1 a 
K=ali-;,) und k=-- 


ist. Der Momentenverlauf des »v-ten Grundsystems stellt sich nun 
folgendermaßen dar: 














De en m, 
daher bekommt man 
DER nn 
SE 10 h? 
DRUR ” h? 


Setzt man diese Größen in das Belastungsglied (8) ein und berück- 
sichtigt das abnehmende Trägheitsmoment, dann erhält man das 
Gleichungssystem der X, wie folgt: 
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h 
a+WL + X 2 (8+ 9) 
woh w,h? 
X + BrR@ te Ra 
le w,h? 
+ +Ra+YK + = ++ y) f (4) 
rB 
X +[2+%2 + Y]Xrrı +42 = — 
io 


An [2 sr l2r v)| Xntıı + rn =0 
Führt man das angegebene Gesetz in den w, ein, erhält man als 
Differenzengleichung der X,: 
h? 
2+9)%,+ Xı = 15 81@ +Y) 


- 
K+l2+r@ +) +rR = KB +rB+Yp] + 


en, 

RK +2 +r@ HR + 5 ++ N] + 
+ 3k,)—r- ck, KB Hr Hp] Kata 
ee 
+3) rl +#@-+y) 


Ara, [2 I AA2 v)] X%ırı + #Xıra a 1). k 


Ka TR 


Bis inklusive der r-ten Gleichung resultiert daher ein ENT DLON 


von der Form 
X, +2 +22 +W]X, +x X, 11 =a— br 


mit den vorläufig unbekannten Randwerten X, und X,+;; 


75143 +x(8+y)] + 3k,} 


h? 
jun 15 k[’3+xB8+Y)). 


ae 
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Eine partikuläre Lösung dieser Differenzengleichung lautet: 


„=ä-—b>, 
wobei 
dl = undepe N 
3+x(8+Y) 3+x(8+ y) 


und folglich die allgemeine Lösung 








Rear r 10 CO, 


Die beiden Integrationskonstanten C, und C, ergeben sich bei Ein- 
führung der Randwerte mit 


X,+1ı —[& —_prH+ 1)] — (X, — ä) (— Dttrgtl 
(— 1)r+1(r +1 — r,+l) 


G=+ 





X abe +) - RC Vtlrrt 


Or Cie r, tl) 








schließlich bekommt man die allgemeine Lösung mit 


rs Be ale. 1.3 I 
1 1 
Di ro 





Reto ea) 


ryn Fer In, 
lan: a 





a Ve ne 


Diese Lösung gilt innerhalb der Grenzen O<v<{(r+1). 


Von der (r-+ 2)-ten Gleichung an ist das System homogen; die 
Lösung dieses Teiles ist nach Gleichung (42b) zu bestimmen, X, = 0 
und X,.; sind die Randwerte. Zur Bestimmung des unbekannten Rand- 
wertes X,., dient die (r + 1)-te Gleichung des linearen Systems (44a); 
darin drückt man mit Hilfe obiger Lösungen X, und X,,> durch X, 
und %X,.; aus; der Beitrag von X, wird in den meisten Fällen ver- 
nachlässigt werden können. Man erhält damit eine Gleichung, in der 
nur X,,, als Unbekannte vorkommt. 


6. Einzellast W=1 an der obersten Rahmenecke. 


Dieser Belastungsfall ist für den mehrteiligen Rahmenbock be- 
handelt worden und es muß sich die Differenzengleichung der D, 
aus den dort ermittelten Beziehungen herleiten lassen, wenn man wie 
früher sea=1,p=(0, o=1 setzt. Die Größen D, wurden beim 
mehrteiligen Rahmenbock in. zwei Teilen berechnet, die D,, her- 
rührend aus den wagrechten Reaktionen der einzelnen Fache auf- 
einander, die D,”, die sich aus den lotrechten Zusatzreaktionen 
ergaben. 
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Die Differenzengleichung der D,’ lautet nach (24) 
— (1+46W)D, + D’=Wh(dl+3Y) 
D, — [1+xrl1l+6Yy)]D, + »D’ =Wh[—1+x(1+3Yy)] 
IR | (46) 
D;_ı — [1 +x41+6Ww]D’+x#Dp = Wh[—-1+x(Ü+ 3Yy)] 
Die Er 6) D tr, Wh el) 
und ihre Lösung ähnlich wie (25) 
rar nur zChR u Sur? 
Te lg Tales 








Dy=ä4—(D, 3) 


Die Belastungsglieder der Differenzengleichung der D,” werden 
alle gleich Null, so daß alle D,’=0 werden, d.h. die D,’ sind 
identisch mit den D, selbst. 


1 
Der Horizontalschub ist in allen Fachen gleich u W, damit ergibt 


sich das Ständerkopfmoment 


ei 1 
Xyv — Win» + Kar — nalen 


7. Belastung mit einer wagrechten, längs des Ständers 
gleichmäßig verteilten Last. 
Wind von links. 


Im (n—.l)-ten Fache ist 











‚2 

m chy 

5 wh?’ 1—x 
en ea > 5 1 


Auf das (n—2)te Fach wirken außer der gleichmäßig verteilten 
äußeren Belastung die Aktionskräfte des (n—|)ten Faches; Momente 
erzeugt nur der Horizontalschub H = wh, an der oberen Ecke des 
(n—2)ten Faches angreifend, während die lotrechten Stützenkräfte 
nur Längsspannungen in den darunter liegenden Fachen erzeugen. Im 
v-ten statisch bestimmten Grundsysteme erzeugen daher Momente die 
darauf entfallende äußere Belastung und die Einzellast Wh-(n—v-— 1), 
die an der oberen Ecke des betrachteten Faches angreift. 


Im statisch bestimmten Grundsysteme entsteht daher ein Momenten- 
bild nach Abb. 14. 

Für den »-ten Ständer ist also 
wy? 


M,=whm—-»—I)y+why— n 
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und für den nullten Ständer 
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Abb. 14. 
Daher ist 
wh? wh? wh h 
Din 5) hn—v—1)—+ > re ee 
wh? 
Zu Boah 
= wh? 2h weh’ wh? 3 Ye 
PRYT— a ee a 
w ht | 


Für den v-ten Riegel ergibt sich 
Ä 1— h? 1— 
N, Wh —— nv 1)+ > : — 
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e 1) mn 0 nn 
—V—— — IT 








Do,= 2? n—v—1)+1]. 


Damit er. sich das En de v-ten Gleichung des 
Systems der S, wie folgt: 




















ie ep 23.03 RT: eg 
A,lx app 2?(a—v»—1)-+1] 
31 +%) 5 wh? 
wh? 2 wh? 
v ware RE e. v—1 R er a 
+ A,larw 7 [3(n —v-—-1) +2] — A,lx rer 2a—n)+1]l+ 
3y wh? 
v—] die EN as 
+ A,1x Say 24 [S(n—») +5] 
wh? w 
== A, lu . 
‚1x 5, 812 3 -+x(8-+%)] 
und die Differenzengleichung der S, lautet 
wh? 
DE nn a 
wh? 
+2 +22 + Ws + =, B+rB+Yp)]} Am 


2 h? 
ot +ra tw] re [8 + (84 y)] 











h21? 
Weiter ergibt sich De — 2? an—v—1)+1] 
h?1? 
a 2 a ua 
12 
h?21? 
Is 5 Ba——1)+1l 


Damit läßt sich nach (19) das Belastungsglied des Gleichungssystems 
der D, rechnen und man erhält schließlich die Differenzengleichung 
der D, wie folgt: 


h? 
— 146) +D, = —-[m—D@+6y)+U+4Y)] 
D,—[1+x(1+6vw)]D), +*xD, = 


h? 
e2 — re IE el er: 2 +(1+4y)]} 


I 


(48) 
D, , +[1 +41 + 6y)]D »+#D,.1 = 


h2 
a 5 (Bar) +3]+x[n —»—1)(2+ 6) +(41+4y)]} 


wh? 
Dn-2+[1+x(1+ 6y)] Da-ı + #Da = | 3 +21 4 Ay) 


ns! 
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Die Lösung einer Differenzengleichung, die der der S, entspricht, 
ist bereits angegeben worden. Das Belastungsglied der Differenzen- 
gleichung der D, muß auf die Form a—b» gebracht werden; dann 
wird 


h2 
a- a nfaxı +3y)— 2] + (4y — 2) 


wh? 
b=.-[-2+x@+y)l. 
Die Lösung der Differenzengleichung D,_, — kKD, + xD,.ı =a—bv 
lautet dann: 
Liale lost, 





% ur x 7 x Klo, 
D,=3—bv— (D,—ä): De mens (49) 
wenn | 

3 a = b 

a = — 


by box 
Doch wird stets nach der gekürzten Lösung 





(49 a) 


y . 


ei — 1 
D; eu Do alt aebur 
2 


zu rechnen sein. Nun sind noch die Größen Y, zu bestimmen. Es war 

















1 Yv u Ay 1; 1 
Ye == B, ® Die + u Do 4 a Sr el Sun] . 
Setzt man die berechneten Belastungsgrößen ein, bekommt man 
3 wh? wh? 
ya RL 2 je Er 
Ye | v[8n—»—-1)+5]+ 1 ?(a—v—1)+1]l+ 
1 i. 
+71 Bil = 
3 wh? 
-238+ 2%) 112 ehr) 
485429) +5y+6)+ (1 il DE 0) 


Mit Hilfe der Y, lassen sich die Ständerkopfmomente leicht bestimmen; 
es ist 


= ME + Kay Yr 


Xen 
er == St oe NE 
wobei 


h? 
m, = wear —1) +, 


Beispiel. 


Für einen Stockwerkrahmen wäre ermittelt worden: v=3, „= 1,2; damit 
ergibt sich die charakteristische Gleichung 
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1+8r+12r7=0 
daraus 
r =(— 1) 0,127 und n—= (—.l) -6,5389;. n=5 





v | 1 | 2 | 2 | 4 5 
vlog|r,| | 0,10880 — ı| 0,20760 — 2| 0,31140 — 3| 0,41520—4| 0,51900 — 5 
vlog|r,| | 0,81551 1,63102 2,44653 3,26204 4,07755 





Aus dem gegenseitigen Größenverhältnis von r, und r, sieht man sofort, 
daß man immer mit der gekürzten Lösung zu rechnen haben wird. 

Zunächst soll gezeigt werden, wie sich ein Moment X, = + I im Stock- 
werkrahmen fortpflanzt, wieweit also bei üblicher Genauigkeit in der Rech- 
nung sein Einfluß berücksichtigt werden muß. 

Für den angenommenen fünffachigen Rahmen lautet nun die zugehörige 
Differenzengleichung: 

X +8X%, +12%,=0 
X, +8, +12%,=0 
X +8X%,+12X,=0 
X, +8X,+12X,=0. | 

An die Stelle der nullten Gleichung tritt der gegebene Randwert ,= +1; 
da X,—( ist, ergibt sich X, 

X = —.(— 1P 


r,® Tan — Tr,’ T,0 





Pulli Kol 

und in der gekürzten Form kann angeschrieben werden 

X = + (— Ir? = cos (vr) rP, 
d. h. man kann die X, als Amplituden einer gedämpften Schwingung auffassen, 
mit dem Dämpfungsverhältnis r, und der Wellenlänge 1, daß r, gegenüber r, 
so klein wird, wodurch die Formeln so einfach werden, liegt natürlich nicht in 
der Annahme des speziellen Beispieles; die Verhältnisse müssen immer so liegen, 
solange wesentlich größer als I ist und mit dem Anwachsen von %» immer 
günstiger werden; mathematisch sind sie begründet durch das Überwiegen des 
mittleren Koeffizienten in der Differenzengleichung der X... 

Danach ist 


X, = -+ 1,000 tm 100 °% von X, 
Res or .,01070tm 12,729 von’, 
=+r?= + 0,016 tm 1,6 °o von X, 
X, = 7,3 (0,0025 tm 0,25 % von X, 
X = +rt= + 0,00026 tm 0,026°/ von X). 


X, nimmt natürlich keine Sonderstellung ein; eine ebenso rasche Konvergenz 
wird sich auch durch ein beliebiges Moment X,» = 1 nach beiden Richtungen 
ergeben; man sieht aus diesem Beispiele, daß es bei üblicher Genauigkeit immer 
genügen wird, den Einfluß eines Momentes oder eines Belastungsgliedes der 
Differenzengleichung nach beiden Richtungen über höchstens zwei Fache zu 
verfolgen. 


Zu 1. Ein fünffachiger Stockwerkrahmen sei gegeben durch 1=6 m, 
h=4,5 m, — —=4; damit wird w = 3; die Veränderlichkeit des Trägheitsmomentes 
16] 


sei so angenommen, daß sich x =1,2 ergibt. g, = 1,ö ton/m und e ergibt sich mit 


A Ile. — 0,95. 
80 
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Damit berechnet sich das Belastungsglied mit 
1 ’ 
B = 5812 + en) eV = 18,874. 200 


und die Differenzengleichung der X, lautet: 

I5XKt X, = 4500 

X, +8X, + 12X, = 13,874 
X, +8X,+1,2X, = 13,874 : 0,9025 
X, +8X%,+12X, = 13,874 : 0,8145 
X, +8X, — 13,874 : 0,7350 
a 13,874 
e?+kı ex 10,191 
X, = 1,361 — (X, — 1,508) 0,127 — 0,903 - 0,0006 = 4,5 — 5X, 


Da oz 


— 1,061 








I, 


X, = 1,361 + 0,903: 0,197 = 1,475 tm 


Die Ergebnisse der weiteren Rechnung sind in der folgenden Tabelle zu- 
sammengestellt : 








v X» Y» 38 M v 

0 0,605 1,815 4199.10 — 2,685 
1 1,475 2,914 — 1,440 — 2,657 
2 1,217 2,481 — 1,264 — 2,353 
3 1,089 2,175 — 1,086 — 2,224 
4 1,138 2,512 21,374 — 1,374 








Was die Rechenproben anbelangt, gilt darüber dasselbe, was im II. Abschnitte 
gesagt wurde. 
Zu 3. Alle Fache sind mit p = 3 ton/m links halbbelastet; für den gegebenen 
Stockwerkrahmen lautet dann die Differenzengleichung der 5» 
2 So + S, = 9,0 
33 + 85, 4 1,2 S, = 28,8 


S+8S, = 28,8. 
Ihre Lösung bietet nichts Bemerkenswertes. 
Die Differenzengleichung der D, berechnet sich mit 
—190D,+ D, =3,375 
D, — 23,8 Dı + 1,2 D, = 0,675 


D,;,— 23,8 D, — 0,675 
die zugehörige charakteristische Gleichung ist 
| 1—-B8r + 127 —=0 
ihre Wurzeln sind r, = 0,042, r, = 19,792 


Fritsche, Differenzengleichungen. 5 
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Weiter bekommt man 











> 1 EL =nr 
b= —395P  . 0,031 
und damit 
D, = — 0,031 + (D, + 0,031) : 0,042 = 3,375 + 19D, 
daraus ist 
3,412 


D, = — 0,031 — 0,159 : 0,042 — 0,088 tın. 


Schon aus den Belastungsgliedern der Differenzengleichung der D, ist zu 
erkennen, daß der Momentenverlauf in den Ständern nur wenig von der Sym- 
metrie abweichen wird, da die D, sehr klein werden müssen. Die Asymmetrie 
der Momente macht sich nur in den Riegeln so geltend, daß sich das Maximum 
des positiven Feldmomentes gegen die belastete Stütze zu schiebt. 


Die Ergebnisse der Berechnung des Momentenverlaufes sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt: 














| 
Hu ae Sr Zus x, 
0 1,194 — 0,180 | 0,507 0,687 3,291 — 2,784 | — 2,604 
1 3,030 | — 0,038 1,496 1,534 4,552 | — 3,056 | — 3,018 
2 2,3806 | -— 0,031 1,388 1,419 4,411 — 3,023 | — 2,992 
3 2,760 | — 0,051 1,365 1,396 4,298 | — 2,933 | — 2,902 
4 3,254 | — 0,030 1,612 - 1,642 5.160 | 3,567... 3.527 











Die Ständermomente infolge Halbbelastung links mit p/m sollen noch den 
Ständermomenten infolge totaler Belastung mit 4 p ton/m gegenübergestellt 


werden: 














v Xa Y Xp v Xy x v N y Xe 

0 0,507 0,687 0,597 — 2,784 — 2,604 — 1,194 
1 1,496 1,534 1,515 — 3,056 — 3,018 — 1,537 
2 1,388 1,419 1,403 — 3,023 — 2,992 — 1,508 
3 1,365 1,396 1,380 — 2,933 — 2,902 — 1,418 
4 1,612 1,642 1,627 — 3,557 | — 3,927 — 2,042 














Die beiden verglichenen Belastungszustände entsprechen einer gleichen auf- 
gebrachten Laastensumme. Man sieht aus dieser Gegenüberstellung, daß die 
Ständerfußmomente ungefähr dieselbe Größenlage behalten, daß jedoch die 
Ständerkopfmomente für linksseitige Lastenhäufung um mehr als das Doppelte 


größer werden. 
Zu 7. Der gegebene Stockwerkrahmen ist mit wton/m belastet; w sei so 


2 
gegeben, daß ae —] wird. 


Beispiel. 


Dann lautet die Differenzengleichung der S,: 
5 So + SH ne 5,0 
+88, +128,— — 10,2 


S;+8S, — — 10,2 
Um die Differenzengleichung der D, anschreiben zu können, muß 
zunächst die Größen a und b ausrechnen. 
Es ist 
a=6[4(1,2:-20—2)-+ 10] =588 
b=6(—-2+ 12:20) — 132 





NH H0, 987 








Abb. 15. 


Damit lautet die Differenzengleichung der D, 
—190D,+ D,=558 
D, — 23,8 D, + 1,2 D, = 456 
D, — 23,8D, + 1,2 D, = 324 
D,— 233,8D, + 1,2D, = 192 
D,-- 238D, —60 
i 5* 
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Weiter ist 
L A 588 u 
= 6 IK — 27,222 
= b 132 
ee a 


und man bekommt nun die D, durch Einsetzen der besonderen Zahlenwerte in 
die Lösung (49). Die Ergebnisse der Rechnung sind in der folgenden Tabelle 
und dem Momentenbild in Abbildung 15 zusammengestellt: 




















v Sr D, DES v Xp v Ser xE v xy v 

0 — 1,000 | — 30,487 | — 15,744 | 14,744 | 27,000 | 11,256 | — 12,256 | tm 
1 — 1,000 | — 21,253 | — 11,127 | 10,127 | 21,001 | 9,872 | — 10,874| tm 
2 — 1,004 | — 15,000 | — 8,002 | 6,998 | 14,994 | 7,004 | — 7,006 | tm 
3 — 0,977 | — 8,889| — 5,433 | 4,456 9,041 | 3,526 |— 4,585 | tm 
4 — 1,155 |— 2,935 | — 2,044 | 0,891 2,731 1.225 — 1,840) tm 

















Vierter Abschnitt. 


Der Stockwerkrahmen mit konstanten Grundmaßen. 


Zum Zwecke einer Vorbemessung wird es in vielen Fällen aus- 
reichend sein, einen gegebenen Stockwerkrahmen unter der Voraus- 
setzung zu berechnen, daß die Grundmaße / und y für alle Fache 
konstant angenommen werden. Dieses Berechnungsverfahren be- 
schränkt sich nicht auf Tragwerke von unveränderlicher Fachhöhe, 
sondern erstreckt sich auch auf solche Stockwerkrahmen, bei denen 


h 
die Fachhöhe verschieden ist; nur das Verhältnis N muß kon- 
a 


stant sein; wenn also die größere Höhe eines Faches einhergeht mit einer 
schwereren Ausbildung des Querschnittes des betreffenden Ständers, 


h 
wird 7 trotzdem ungefähr konstant bleiben, und man wird die ge- 
a 


troffene Voraussetzung auch in solchen Fällen als zulässig bezeichnen 
können. Im allgemeinen ist es sowohl bei durchlaufenden als auch 
bei Rahmenträgern überhaupt nicht richtig, von gleicher Stützweite 
oder gleicher. Fachhöhe schlechthin zu sprechen, nachdem auch das 
Trägheitsmoment einen bedeutenden Einfluß auf die Größe der Momente 
und Querkräfte hat. Betrachtet man zwei durchlaufende Träger mit 
beliebiger Felderanzahl, so werden sie unter derselben äußeren Be- 
lastung dann von gleichen Momenten beansprucht sein, wenn je zwei 
entsprechende Felder nicht gleiche Feldweite, sondern gleiches Steifig- 
keitsverhältnis haben; man sollte daher nicht sprechen von durch- 
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laufenden Trägern gleicher Stützweite, sondern von solchen gleichen 


Steifigkeitsverhältnisses r: 

Ist Aund y konstant, dann wird y = ETWA undx = 1. Um für 
die einzelnen Belastungsfälle die nun geltenden Differenzengleichungen 
zu bekommen, wird man nur die Vereinfachung zu treffen haben, daß man 
x= 1 setzt. Dadurch entstehen in den Koeffizienten der Unbekannten 
symmetrisch gebaute, sogenannte Olapeyronsche Gleichungen, die in 
ihrer einfachsten Form vom durchlaufenden Träger gleichen Steifig- 
keitsverhältnisses her bekannt sind. Ein System Clapeyronscher 
Gleichungen kann immer als Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten aufgefaßt und ihre Lösung mit Hilfe hyperbolischer 
Funktionen auf eine einfachste Form gebracht werden. 

Für die homogene Differenzengleichung 

Rt + kX, + ri — Ö 
wurde die Lösung in der Form 
I, —(olr din? (1) C,r,” 
bereits angeschrieben, worin r, und r, die absoluten Werte der Wurzeln 
der sogenannten „charakteristische Gleichung“ 
rear, 1 —0 





sind. Setzt man k=e?+e-?=20Gjp, 
dann ist n=—-® und nn =—e”? 
und x, = (— 1) C,e#" + (— 1)? C,eT9? 


oder da lineare Kombinationen der partikulären Lösungen (— 1)” e# 
und (— 1)” e=#” Lösungen der Differenzengleichungen bleiben, ist auch 
X, = (— 1) 0, 6oivyp + (— 1) 0, Sinvo 
eine Lösung. Die allgemeine Lösung einer inhomogenen Differenzen- 
gleichung ergibt sich, wenn man zur Lösung der homogenen ein 

partikuläres Integral der inhomogenen addiert. 


| 1. Eigengewicht. 
Ist g, in allen Fachen konstant und gleich g, hat man in Gleichung (36) 
=1 und x=1 zu setzen und erhält als Gleichungssystem der X, in- 
folge Eigengewichts 


1 b) 


a een 


| | 1 
Än-2 2 (4 En Yy) Ani : Xn = mer 
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Dieses Gleichungssystem ist eine Differenzengleichung zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten, wenn man zunächst die nullte Gleichung 
streicht und dafür X, und X, als Randwerte einführt. Für ein parti- 
kuläres Integral der Differenzengleichung 
Xu EX, RX, 4 
hat man den Ansatz zu machen: 
a 

und erhält durch Koeffizientenvergleichung 

a 
a) 
und damit die allgemeine Lösung 

X,=3+ (— 1? C,&j vo + (— 1) C,Sinvo 
mit den Randwerten X, und X,, die durch die Stützenbedingungen 
des Tragwerks bestimmt sind. Damit ergibt sich 
G=X%—3 

ä+ X, —ä)(- M&oino 
T 1) ©inng 
und schließlich als endgültige Form der allgemeinen Lösung 


As 


ee 











b _Sinn—»o _ Sinvo 
x == — Era aeg EB a ee Le 
OR ie Sinne Stung Sr 
Nun handelt es sich noch darum, X, zu berechnen: 
B _ Sinn — 1)o _ Siıno 
Kae Ra) ER N m BEN ES 
ei] Sınnp EWR Sinn Zn, 


Eine zweite Gleichung zwischen X, und X, liefert die gestrichene 
Gleichung des Systems (51); daraus ist 


1 
= 758° @ +Y)Xo- 


Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für X, erhält man eine 
Beziehung, in der nur X, vorkommt; daraus ist 











F g1? Sing Sinn — = 
ja en 
x 12° 4(6-+%) Ar Sa ©Sinngp (53) 
Ki (2-49) Beet, ä 
THE Sinng 


Sind die Ständerfußmomente X, bekannt, so lassen sich mit Hilfe 
der Formel (6a) die Y, berechnen. Führt man die konstanten Grund- 
maße ein, dann wird 

3 DE 
men ] eg NS 
Das Moment an einer beliebigen Stelle des v-ten Ständers ist M„ = 
= X, — H,y; die Ständerkopfmomente ergeben sich daraus, wenn 





v 
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Maneve setzt. Bezeichnet man dieselben wieder mit X,, bekommt 
man = > 03 Yakk | 


2. Maximale Ständerfußmomente. 


Um zu erkennen, welche Fache mit Nutzlast zu belasten sind, 
um irgendein Ständerfußmoment zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen, muß man den Vorzeichenverlauf der X, für die Belastung 
jedes einzelnen Faches allein beobachten. 


a) Nur der nullte Riegel sei mit Nutzlast pton/m belastet; dann 
lautet die zugehörige Differenzengleichung 


1 
@+WXo+ X = zpl 


19, ; 
K+a+YKh+R=— pl 
REN 0. 


Nimmt man X, als vorläufig bekannt an, dann ist 
Sinn—n9 x 
Sm) o 

X, und X, können aus den ersten zwei Gleichungen mit Hilfe der 
Lösung X, für v = 2 bestimmt werden. Fürn=5 sind die ermittelten 
Vorzeichen der X, in der später folgenden Vorzeichentabelle zusammen- 
gestellt. 


b) Nur der erste Riegel ist mit pton/m belastet; dann verschieben 


X, = (— 17 





Tür 27 1, 


sich die beiden Belastungsglieder pl: und pl im Gleichungs- 


system der X, um eine Zeile nach unten und die Lösung des homo- 


genen Teiles des Systems lautet bei vorläufiger Annahme von X, 
als bekannt 


Sinn—»)®, 
Ein(n— 2) 
Wird die Rechnung weitergeführt, ergeben sich für die einzelnen 
Reihen von X, folgende Vorzeichen: 


X,=(-1} X füriu 2 














0. Riegel |1. Riegel |2. Riegel | 3. Riegel |4. Riegel 
% belastet | belastet | belastet | belastet | belastet 
0 + - + _ + 
1 - = — - = 
2 — + + _ + 
3 + — + + = 
4 — + — -- . 
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Aus dieser Tabelle erkennt man ohne weiteres, daß man, um 
zum Beispiel X, zu einem Maximum zu machen, alle jene Riegel 
zu belasten hat, die einen positiven Beitrag zu X, geben: also den 
nullten und von da ab jeden zweiten; für X, gibt daher abwechselnde 
Belastung in den einzelnen Fachen die extremen Werte. 


D=D,=d,=....- pl, DD ned 
dann ist 
CHWXA+N= pl: 
KtU+WL+R,= pl 
Kram pe 





1 
R+a+YR + = pl 


Um zu einfacher gebauten Belastungsgliedern zu gelangen, soll 
von den rechten Seiten der obigen Differenzengleichung ein unver- 


N 1 
änderlicher Belastungswert von der Größe — pl abgespalten werden; 


er entspricht einem Belastungsfalle, in welchem alle Fache mit z 


belastet erscheinen; die zugehörige Differenzengleichung lautet: 


1 
2 -+yX,+X, op! 


Ä 1 
IE en 15Ppl 


= 
Xn-2+(4+Y)Xn-ı+ X%n = T5pr 

Die Lösung für dieses Gleichungssystem ist bekannt. Um den Be- 

lastungszustand „alle Fache mit rn belastet“ in den ursprünglichen 


„nur alle geraden Fache mit p belastet“ zurückzuführen, muß man 
zum ersten Belastungszustand einen dritten überlagern, in welchem 


2 Al 
jedes gerade Fach mit +7P: jedes ungerade Fach mit — pP 


belastet erscheint. Dieser Belastungszustand soll als Belastungs- 
zustand III bezeichnet werden. Für diesen dritten Belastungszustand 
kann die zugehörige Differenzengleichung folgendermaßen ange- 
schrieben werden: 
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L 
@+WX+Xı = zpl 


1 
X+4+W)X,+X, sh 
ee 

1 
Zur a a 


| —,.0: 
Abgesehen von der ersten Gleichung des Systems, die bei der 
Auflösung sonst gestrichen werden muß, wechselt die Belastungs- 
1 
größe T5pl regelmäßig mit Null; um eine Lösung für diese Diffe- 


renzengleichung ermitteln zu können, braucht man zunächst einen 
analytischen Ausdruck für das Gesetz in den Belastungsgliedern. 
Dafür kann man anschreiben 





1 — 1)P-1 
Poor el) 
2 
Tune Mio wird B,= 2a 
fur (W244 wird. .D,==.0% 


so daß das »-te Glied obiger Differenzengleichung nun lautet: 
1 +44), +X4ı =all+(—19-1] 
für eine partikuläre Lösung derselben hat man den Ansatz zu machen 
„=&+b(—1y-1 
und durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich 
a A a 
6-+Yy 2+y 
so daß sich die allgemeine Lösung folgendermaßen darstellt: 
X, =ä+(-1%15b + (—- 1P0,&0fvo + (—1) C, Sinvo. 
Die Integrationskonstanten C, und 0, bestimmen sich aus den 
Stützenbedingungen mit Hilfe der Randwerte X, und X,„. Es ist 





we 











4a 
2 Ren) 
u n SO Bi 1) Coing| — 
? Sun { 2 +Y)(6 + Y) 
Coino 
Te 


Nach Einsetzen der Konstanten erhält man schließlich als endgültige 
Form der Lösung X, 
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* — 4a Sin(n—v)o 
HN ml Zapis ne Er 
De ) SH ) 0. RN, Smne 

a „Sinvo 
—_ (ya 9 —_1)a-1(6 = (56 
(—1) CREATE (2 +yw)+(—Da1l we: ) 


ein Ausdruck, mit dem sich trotz seiner Länge leicht rechnen läßt, 
wie später an einem Beispiele gezeigt werden soll. 

Will man ein beliebiges Ständerfußmoment zu einem Maximum 
machen, so hat man allgemein den (— 1)-ten und den »-ten Riegel 
zu belasten und von da ab nach oben und unten jedes zweite Fach; 
man braucht nur in die Vorzeichentabelle für einen bestimmten Wert 
von » in horizontaler Richtung einzugehen und alle jene Riegel zu 
belasten, die man mit einem positiven Vorzeichen antrifft. 

Es soll z.B. X, zu einem Maximum gemacht werden; dann .sind 
der erste, zweite, vierte und alle noch folgenden mit geraden Index 
bezeichneten Riegel mit p zu belasten, der nullte, der dritte und alle 
anderen ungeraden Riegel sind unbelastet zu lassen. Dann lautet 
die zugehörige Differenzengleichung: 


2 +-Y)X, + X, =0 
I 
KraryKır = spl 


1 

Ach art =Tpl 
1 

A (Are) A Uu=—pl 


e ee: 
%,+4+pW)X, +X%,= pl’ 


1 2 
— en Ä 
Die Belastungsglieder folgen zunächst keinem bestimmten Gesetze; 
doch kann man dieselben so aufspalten, daß sich Teilsysteme er- 
geben, die eine rasche Lösung durch Integration ermöglichen. Der 
besseren Übersicht halber sei dasselbe in Form einer Tabelle durch- 
geführt: 





Belastungs- 


v Köder 1. System Rest 2. System 3. System 
0) 0) 0 0 0) 0) 

1 "pl? pie 0 pie — plz 
2 pr pie pl 0 pie 
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Belast - 
ER 1. System Rest 2. System 3. System 
" 1 1 1 
D} Be; : 12 1? 2783 
“ 6 Br 12? jap] jap! . 
1 1 | 
4 PS bl 0 O | 0 
| 1 1 1 
5 Aa 1? ar 1? YaEE | 1? Er 2 
6 159? 13? Pl Y 

















Das erste System ist, wenn man von der ersten Gleichung ab- 
sieht, ein solches mit Konstanten Belastungsgliedern, dessen Lösung 
die Form hat: 


=ä+(— 17 (X, — 3) 








Sun np a ıyan Siuvp 
Smuno Sınno 

Das zweite System hat Belastungsglieder, deren gesetzmäßiger Ver- 

änderlichkeit der analytische Ausdruck B,=a(1+(— 1)”, wenn alle 

ungeraden B, gleich Null sind und B,=a(1+(— 1)""1), wenn alle 

geraden B, gleich Null sind, entspricht. Die Integration lieferte für 

den zweiten Fall „gerade B, geben Null“ den Ausdruck 











Mr 4a Sin(n— vr) 
x5 (| a IE A 
=a-+b(-]1) (11% Bee Sri 
a r Sinvop 
een 21 — 1)a-1(6 2 | 
(—1) BE ei ) nn 


Das dritte System ist ebenfalls bekannt und leicht lösbar dadurch,‘ 
daß es bis auf zwei Gleichungen homogen ist, die die Bestimmung 
der Randwerte des homogenen Teiles ermöglichen. Sind die X, be- 
kannt, bereitet die Berechnung des Momentenverlaufes keine Schwierig- 
keiten mehr. 


Um ein beliebiges Ständerfußmoment zu einem Minimum zu 
machen, sind diejenigen Riegel zu belasten, die man bei horizontalem 
Eingehen in die Vorzeichentabelle mit einem negativen Vorzeichen 
antrifft. Es wird immer ein solcher Belastungsfall für min X, maß- 
gebend sein, der für dasselbe v den Belastungszustand max X, zu 
totaler Be ergänzt. 


3. Minimale Ständerkopfmomente. 


Das Ständerkopfmoment ergibt sich mit X, = X,—Y,, wobei 


Il Der 
= = 2 il Bee N ° 
v5 Faylı +41+%) 1]; 
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setzt man ein, so erhält man 

“ 3 3 v 

N ne ae = X,11 —- Pr : 

3+ 2y 3+2Y Dr 2 

Um X, zu einem Minimum zu machen, kommen zwei Möglichkeiten 
in Betracht: entweder man belastet das Tragwerk nach max X, oder 
nach min X,.;; von diesen beiden Belastungszuständen wird der- 
jenige der maßgebende sein, der ®,, enthält. 





Für max X, ist zu belasten der (v—1)-te und der v-te Riegel, 
” min Xyr1 „ „ „ ” (VL )ste ” ” (v + 2)-te „ 
Der Belastungszustand für min X,., enthält ®., nicht, daher kommt 
er nicht in Frage und man kann sagen, daß der Belastungszustand, 
der X, zu einem Maximum macht, SR, zu einem Minimum macht und 

umgekehrt. 


4. Unsymmetrische Belastung aller Riegel. 


Alle Fache seien mit p ton/m links halbelastet; man bekommt 
die Differenzengleichungen der S, und D,, wenn man in den unter 
3. des III. Abschnittes abgeleiteten Gleichungen <=1 setzt. Daher 
lautet die Differenzengleichung der S, 


I 
2 +98 +: = 5pl 


1 
Ss t+4+W)SH ,=7Ppl \ (57) 


1 
Sn-a = (4 + Yy) De = Du en zp! 


ihre Lösung ist bekannt. Für die Differenzengleichung der D, be- 
kommt man 


(58) 


— 4d+6wWD,+D;, = | 
D—2(43WD+D-0 | 


Dieselbe ist, abgesehen von der nullten Gleichung homogen, mit den 
Randwerten D, und D, =0; ihre Lösung kann man folgendermaßen 
anschreiben 

D, = 0, &jvp + (, Sinvo. 


Da die charakteristische Gleichung 1—(2+6y)r+r?=0 wegen 
des negativen Vorzeichens des mittleren Gliedes nur zwei positive 
Wurzeln hat, entfällt in der Lösung für D, der Wechsel des Vor- 
zeichens. Bei Einführung der gegebenen Randwerte ist 
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G=D, 
öR —= Beau nm 7 
| Smno 
und man bekommt schließlich die endgültige Form der Lösung D, 
D, = DE (59) 





Sinn 
In der charakteristischen Gleichung überwiegt gewöhnlich der mittlere 
Koeffizient bedeutend über die äußeren; für D,= + 1 werden daher 


1 
die D, sehr rasch gegen Null konvergieren, weil Sinno = En 


einen sehr großen Wert erreicht. Die D, können folglich bei üblicher 
Genauigkeit vom zweiten Fache gleich Null gesetzt werden; dies hat 
zur Folge, daß der Momentenverlauf in den Ständern trotz halbseitiger 
Belastung bald wieder symmetrisch wird. 


5. Belastung mit einer Einzellast im r-ten Fache. 


Die Last P greift im Abstande x von der linken Stütze an. Dann 
lautet die Differenzengleichung der S, und die der D, ähnlich wie 
die im III. Abschnitte unter 4. abgeleiteten Gleichungen, wenn man 
x — 1 setzt. Was die Lösung anbetrifft, gelten dieselben Überlegungen, 
die dort angegeben wurden; nur hat man S, oder D, für v>(r-+]) 
nach der Beziehung 

Sinn—»)o a 
Su[n—(r+1)o] ar 
zu bestimmen und für O<»<{r ergibt sich 


lm v)Y ep, Sinvp 
Suro Sınro 


8, = (Iren 





S,=(—-1)$, 








6. Wagrechte symmetrische Belastung. 
(Erddruck von beiden Seiten.) 


Unter denselben Voraussetzungen, die im III. Abschnitte gemacht 
wurden, kann die Differenzengleichung für diesen Belastungsfall als 
bekannt gelten und es erübrigt sich hier, die Lösung derselben für 
einen konstanten Verlauf der Grundmaße anzugeben. Die Differenzen- 
gleichung ist nach folgendem Schema gebaut: 


Kita), + X, =a— br für O<SvZ&r. 
Für die allgemeine Lösung kann man daher anschreiben 


De, ne (—1P0,&j vo + (— 10, Sinvo 
wenn 








a ne b 
6+yp' 6+Y 
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Sind X, und X,ıı die vorläufig unbekannten Randwerte, bestimmen 
sich die Integrationskonstanten CO, und Ö, mit 


a 
6+Y 
0, Xrsı — (-1HIR,Cofer + 1)p +äl- HI Cofer+1)p—[a—bir+1)] 
—2DH1Sumr+ Do 
und die allgemeine Lösung hat schließlich folgende Form 
Sin(r+1—»)o 
Sur+)o 


— (PH a —b(r + D—Xırı]‘ 


Ri —— X — 








Ra re eye 
| Sinvp 
Sin(r+ 1)o 


Für vZ(r+2) ist die Differenzengleichung der X, homogen, hat die 
Randwerte X,,ı und X, =0 und X, ist 


Sin(n—»)p 
Sinn —(r+ 1)]o 
Die Berechnung der unbekannten Randwerte ist im III. Abschnitte 
angegeben worden. 





(60) 


A,=(- 197 It) 





4 Xr+1 (608) 


7. Unsymmetrische wagrechte Belastung. 
(Einzellast W an der obersten Ecke.) 


Für diesen Belastungsfall sind alle S, gleich Null und die 
Differenzengleichung der D, lautet nach (46) 


— (1+6y)D, +D, =W-h(1 +3%) 
BB Re En N, 


Du-2 ne ıt D=W: bay. 

Das Belastungsglied des Gleichungssystems der D, ist konstant, 
das heißt, die Momente X,, und X», bewegen sich alle in derselben 
Größenlage; ein Ergebnis, das zunächst überrascht. Man würde eher 
erwarten, daß nach der Analogie beim Kragträger eine wesentliche 
Zunahme der Momente nach unten eintritt. Einen solchen Rahmen- 
träger als Kragträger im gewöhnlichen Sinne aufzufassen, ist aber 
nicht zulässig; schon der Verlauf der M zeigt dies. Das Moment 
der äußeren Belastung W»h, das auf den Kragträger im Abstande 
vh von oben wirkt, wird durch den darüber befindlichen Rahmen in 
W»h W»h 

und — 

l l 
in den Ständern erzeugt. Für wagrechte Belastung ermöglicht da- 
her ein Stockwerkrahmen eine sehr sparsame Bemessung des Quer- 
schnittes. 








ein Kräftepaar + aufgelöst, das nur Längskräfte 
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8. Belastung mit einer wagrechten längs des Ständers 
gleichmäßig verteilten Last. 


(Wind von links.) 


Die Differenzengleichung der S, lautet für <= 1 nach (47) 














h: 
2+W +8 = ——; | 
wen 
ee | 
+++ = — (6 +Y) | 
und die der D, 
wh? 
— (1+6y)D, + Ne ea I Da +4y)| 
wh?° 
D, 213 WD - D,= 5 In —2)-6y+ (4w— 2)| 
: (62) 


w 
Deal +3 Data 


5 ar 6y+ay 2] 


h? 
— 492) | 





Dn-2— 2 (1 + 3yw)Dn-ı — D, = 


Ihre Lösung ergibt sich folgendermaßen: 








= ©in(n— Sin v 
mno Sinng 
wenn R 
wh?® 
sem 6n—2 —).) 
ä BEN, ) y ] 
a 


Die Berechnung des Momentenverlaufes macht damit Keine 
Schwierigkeiten mehr. | 


Beispiel. 
Der fünffachige Stockwerkrahmen von früher sei wieder gegeben, nur seien 
die Trägheitsmomente aller Ständer gleich dem des nullten Faches Jao; es war 


h=4, m, 1 = 6,0 m, Jo — 4, dann ist lager k=4+9=7=-260fp. 


Jao 6,0 
p ergibt sich nun aus der hyperbolischen Tafel mit p = 1,925. Damit be- 
kommt man 








1 a ae 


1,925 
3,350 


3,850 9,775 7,700 9,625 
23,486 161,078 | 1104,15. 7599, 


vo. 
Ein»vp 
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Die hyperbolischen Tafeln reichen in den gebräuchlichen Formelsammlungen 


bis 5,99; für größere Argumente kann man Ginp= 5 setzen, ohne Beein- 


trächtigung der notwendigen Genauigkeit der Rechnung. Es ist z. B, Sin 5,99 
7199706; se ergibt logarithmisch gerechnet den Wert 199,705; der Fehler 
ist daher nicht größer als ein Tausendstel.. Übrigens sind neuerdings fünfstellige 
Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen e* und e”* von Dr. Ing. K. Hayashi 
erschienen (Berlin und Leipzig 1921), die bis 10 reichen. 


Zunächst soll untersucht werden, wie sich ein Moment X, = + 1 in diesem 
Stockwerkrahmen fortpflanzt, wie weit der Einfluß desselben bei üblicher Ge- 
nauigkeit berücksichtigt werden muß. Das Gleichungssystem (51) geht über in 
die homogene Differenzengleichung X»_1 + KX»+ X»ı1 =0 mit den Rand- 
Gin(n — v)p 

Sinngp 
genommen ist daher X, dem Gin [(n — ») 9] proportional; das bedeutet eine sehr 
rasche Konvergenz der X», wenn p größer als 1 ist, was in allen praktisch 
vorkommenden Fällen erfüllt sein wird. Nun ist 


werten X, = + lund Xn =(0. Ihre Lösung ist X, = (— 1)r 





‚absolut 





Ne en — — 0,145 tm 14,5% vnß=-+]1 
X + eng — + 0021 tm 21% von g=+]1 
et Et NN ET ERTTe Se] 
em um + 0,0004 tm 0,04%% von = +1. 


Daraus ist ersichtlich, daß die Konvergenz der X, derartig rasch geschieht, 
daß man den Einfluß einer äußeren Belastung nach oben und unten über 
höchstens zwei Fache zu verfolgen hat. 


Zu 1. Alle Fache des gegebenen Stockwerkrahmens seien mit g= 1,5 t/m 


total belastet. Es ist e 212 19,9, en gl —=4H. 


Damit lautet die Differenzengleichung der X, 
5X, +tX= 45 
XK+-TR, + X, = 135 











Reel — 13,5 
Br A ia a 13,5 R ea 
Weiter erhält man ä& = => —=1,5 und schließlich ist 
6+W I 
 _ 45 — 1,5 (1 — 0,0004 + 0,145) 2,783 
m 5 0 1A ee 


X, = 1,5 — (0,573 — 1,5) 0,145 — 1,5 - 0,0004 = 1,634 tm 
X, = 1,5 — 0,927 - 0,021 + 1,5 : 0,003 = 1,485 tm 

X; = 1,5 + 0,927 - 0,003 — 1,5 - 0,021 = 1,471 tm 

X, = 1,5 — 0,927 - 0,0004 + 1,5 - 0,145 = 1,716 tm. 

Man sieht aus den berechneten Werten, daß die Kurve der X, zwei Maxima 
hat; dies rührt davon her, daß sie als Einhüllende mehrerer übereinander ge- 
lagerter hyperbolischer Sinusfunktionen zustande kommt. Eine wertvolle Kon- 
trolle für die Zahlenwerte ist immer die notwendige Erfüllung der Differenzen- 


Beispiel. 8l 


gleichung X,_1ı + 7X» + Xyıı = 13,5. Die weitere Berechnung des Momenten- 
verlaufes bietet nichts mehr von Belang; ihre Ergebnisse sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt; zum Vergleiche sind die Momente eines Stockwerk- 
rahmens mit veränderlichem Trägheitsmoment bei x = 1,2 unter derselben Be- 
lastung beigefügt: 





konst. J 'variabl.J| konst. J variabl.J konst. e) variabl.J konst. J variabl.J 

X Xy Y» Y» | Xy X» Mes | MS 
9) 0,975 0,597 1,719 1,791. | — 1,146 | — 1,194 | — 2,780 | — 2,709 
1 1,634 1,515 3,184 3.052 2) 1,550) —=11,537.| — 3,035 | -=2,940 
2 1,485 1,403 2,990 2,911 | — 1,505 | — 1,508 | — 2,976 | — 2,888 
> 1,471 1,380 | 2,889 2,798 — 1,418 | — 1,418 | — 3,134 | — 3,045 
4 "716 1,627 3,788 3,669 | — 2,072 | — 2,042 | — 2,072 | — 2,042 























Durch die Berücksichtigung des veränderlichen Trägheitsmomentes ergeben 
sich kleinere Momente in den Rahmenständern und Rahmenecken, dafür werden 
die positiven Feldmomente in den Riegelmitten größer, d.h, daß man bei der 
Annahme eines konstanten Trägheitsmomentes für die Ständer zu günstig und 
für die Riegel zu ungünstig rechnet. 


Was die im II. Abschnitt an derselben Stelle angegebenen Rechenproben 
anbetrifft, so gestalten sich diese bei unveränderlichen Grundmaßen recht einfach; 
die Rechenprobe über den Umfangsrahmen lautet: 


n—1 en 
Y 3 (I5 2% 2) ar Ma a ER —Un 
5 


für das gegebene Beispiel ist 
3 (6,879 — 7,691) — 2,072 + 4,5 = — 4,508 + 4,500. 

Zur Aufsuchung eines etwaigen Fehlers können dann die Bedingungen be- 
nützt werden, daß in jedem geschlossenen Fache des Stockwerkrahmens ein 
Momentenausgleich vorhanden sein muß, nur sind die Momente des unteren 
Riegels mit entgegengesetzten Vorzeichen in die Rechnung einzuführen. 


Zu 2. Für alle Fache sei eine zufällige Last von p=3 tm vorgeschrieben. 
X, sei zu einem Maximum zu machen. - 

Die Resultate der Rechnung sind in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt worden: 

















Belastungs- Alle Fache mit en gerals Alle Fache mit 
5 zustand III P_ pelastet Le p belastet 
E73 belastet 
0 + 0,959 + 0,382 + 1,341 + 1,146 tm 
1 + 1,205 :+ 1,089 + 2,294 + 3,268 tm 
2 — 0,368 + 0,990 + 0,622 + 2,970 tm 
3 + 1,369 + 0,981 + 2,350 + 2,942 tm 
4 — 0,197 + 1,144 + 0,947 + 3,432 tm 








Zum Vergleiche sind in dieser Tabelle jene Werte von X, beigefügt worden, 
welche entstehen, wenn alle Fache mit p=3 tm belastet sind und man sieht, 
daß bei abwechselnder Belastung für X, ein größerer Wert resultiert als bei 
totaler Belastung des Stockwerkrahmens. 


Fritsche, Differenzengleichungen. 6 
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Nun soll X, zu einem Maximum gemacht werden. Die X, für die drei Teil- 
systeme wurden nach den angegebenen Formeln bestimmt und sind in der 
folgenden Tabelle zusammengestelit: 




















3 Totale 
% ee Be Zn ve ya Dee stung 
0 — 0,236 | — 0,276 | + 0,349 | — 0,163 |— 0,489 | + 0,326 | + 1,146 tm 
1 + 1,180 | + 1,380 | — 1,745 | + 0,815 | + 2,937 |— 2,122 | + 3,268 tm 
2 + 0,977 | — 0,394 | + 2,866 | + 3,459 | + 6,954 | — 3,505 + 2,970 tm 
3 + 0,983 | + 1,370 | — 0,418 | + 1,935 | + 2,244 | — 0,309 | + 2,942 tm 
4 + 1,145 | — 0,197 | + 0,060 | + 1,008 | + 4,344 | — 3,336 ı + 3,432 tm 
























































Abb. 16. 


Zur Kontrolle der berechneten Werte wurde nachgesehen, ob die aus 1, 2 
und 3 resultierenden X, der ursprünglichen Differenzengleichung genügen. 
Z.B. S, +7X, + X, = 27, eingesetzt 0,815 + 24,213 + 1,935 = 26,963 

Um den Momentenverlauf für den Ständer zeichnen zu können, wurden auf 
bekannte Weise die Y» und die X, gerechnet; der ganze Momentenverlauf für 
die Ständer ist dann in das Momentenbild der Abb. 16 eingetragen worden. 


Beispiel. 
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Zu 4. Der gegebene Stockwerkrahmen sei halbseitig mit p=3tm in allen 


Fachen belastet. 





sammengestellt: 
v S D, Xav | No» 
0 1,146 | — 0,178 | 0,484 0,662 tm 
1 3,268 | — 0,008 | 1,630 1,638 tm 
2 2,970 0m 1,485 1,485 tm 
3 2,942 0 1,471 1,471 tm 
4 3,432 0 1,716 1,716 tm 











Die berechneten Werte sind in der folgenden Tabelle zu- 


Das Beispiel zeigt trotz der unsymmetrischen Belastung den symmetrischen 


- Verlauf der Ständermomente vom zweiten Fache ab. 
wh? 


Zu 8. 2 


gleichung der S.»: 


w sei so gegeben, daß 





DS 8 = —6 
Bor 18 7 = I 


Ss +78, +8, =—9)I 

a 
a —— —=—1,9= 1,925. 
6+W% 7 
Für die Differenzengleichung der D» ergibt sich 


he 


2 2 
a a zu nr 60 = 108, 
daher ergibt sich dieselbe mit 

ID BDI 558 
er 
DPF DEED, = 216 
D>2S0 DD, 168 
D,—%0D, 160 

a 492 b 108 


a a re 





Fi 


— 1 wird; dann lautet die Differenzen- 


— 6,000, p = 2,993 


und die D» selbst ergeben sich durch Einsetzen aller dieser Werte in die 


Lösung (63). 
sind in der folgenden Tabelle enthalten. 


Die Ergebnisse der weiteren Berechnung des Momentenverlaufes 











v Sr D» Xa v Xp v Y» | De. Re, v 

0. | — 1,000! — 30,500/— 15,750|/-+ 14,750| 27,000 | 54,000 | 11,250 
1 |— 1000| — 21,500|— 11,250|+ 10,250) 21,001 | 42,000 | 9,749 
2 | — 1,003|— 15,341|— 8,172 + 7,169! 14,995 | 30,000 | 6,833 
3 1—0,979— 9,339)— 5,159) + 4,180) 9,038 | 18,000 | 3,803 
4 |— 1,146|— 3,455|— 2,300|+ 1,154| 2,736 6,000 ı 0,944 

















Xpv 


— 12,250 tm 
— 10,751 tm 


7,826 tm 
4,858 tm 
1,582 tm 


Wenn man den Momentenverlauf bei konstanten und veränderlichen Träg- 
heitsmoment für den entsprechenden Belastungsfall miteinander vergleicht, so 


6* 
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erkennt man, daß in den unteren Fachen die Unterschiede in den Ständer- 
momenten nur sehr gering sind; in den oberen Fachen werden bei veränder- 
lichem Trägheitsmoment die Ständerkopfmomente größer und die Ständerfuß- 
momente kleiner. Das hat seine Begründung darin, daß der (v — 1)-te Ständer 
mit dem »-ten Riegel steifer verbunden ist als der (» + 1)-te Ständer, der bereits 
ein kleineres Trägheitsmoment hat, das heißt 
das Tragwerk nähert sich dem Grenzfall des 
Stockwerkrahmens mit Fußgelenken. 

Was denMomentenverlaufinden 
Ständern als Ganzes anbelangt, 
kann man die annähernde Gültig- 
keit des folgenden Gesetzes er- 
kennen: entsteht infolgederäußeren 

X, Belastung beim Kragträger eine 
Momentenlinie, der eine Kurve 
zweiter Ordnung entspricht, so 
nehmen die Ständermomente des 
Stockwerkrahmens nach unten un- 
gefähr linear zu; entspricht die Mo- 
mentenlinie des Kragträgers einer 
geneigten Geraden (Einzellast in 
wagrechter Richtunganderobersten 
Rahmenecke angreifend), behalten 
die Ständermomente des Stockwerk- 
rahmens ungefähr ihre Größenlage 
bei, oder nehmen wenigstens nach 
unten nicht wesentlich zu; ist der 
Momentenverlauf des Kragträgers 
eine Gerade parallel zur Ständer- 
achse, dann verschwinden die Mo- 
mente des Stockwerkrahmens nach 
zwei Fachen überhaupt. 

Man kann sagen, daß der Stockwerk- 
rahmen eine Ordnung in der Momentenlinie 
der äußeren Belastung zum Verschwinden 
bringt, sie sozusagen in Längskräfte auflöst; 
er wird infolgedessen für Tragwerke, die 
größere Höhen erreichen und die durch wag- 
rechte Kräfte beansprucht sind, ein günstiges 
und sparsames Konstruieren ermöglichen. 








Fünfter Abschnitt. 


Berücksichtigung der Längskräfte bei symmetrischer 
Belastung des Riegels und konstantem Verlauf des 
Trägheitsmomentes. 


Die Elastizitätsgleichungen sollen mit Hilfe des Satzes von Oasti- 
gliano abgeleitet werden; die Wahl des statisch bestimmten Grund- 
systems und der Unbekannten wird ebenso wie im I. Abschnitte ge- 
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troffen, so daß der Stockwerkrahmen in n übereinander gestellte 
freiaufliegende Träger zerfällt (Abb. 17). Für das nullte Fach ist 
Me = Meo Yo Pan hee, X, 
Mo =Mo» =—-H,y+X%, 
Neo HH, H, 
No undeNn =». 
N ist die Längskraft im statisch unbestimmten System. Ähnlich 
gilt für das v-te Fach 
Me» —— Me» — Yr ze 2 er 
M,.„=-—-H, y-+X, 
No Hy HH, 
Ne undeNg,h, 
Die Größe der Formänderungsarbeit aus Moment und Längskraft 
berechnet sich mit 
IE MZ 1 N? 
ee 
wobei sich das Integral über sämtliche Tragwerksteile erstreckt. Die 
statisch unbestimmten Größen rechnen sich aus den Minimums- 
bedingungen für die Formänderungsarbeit. A wird dann zum Mi- 


Q 


A 
nimum, wenn ma! und gg wird. Jede der beiden Be- 


dingungen liefert ein System von n linearen Gleichungen. 








Das erstere lautet 


ul 2, EB a 
VERDIENEN ET NET LT Zu here HERLIEOS RR 

















1 IKeR, 
x IE: = co 
ae a A 
l l ER 1 l l 
| a ee en 
an - Jei 3 Jaı DS co Dei, hei 








] h 1 RD 
RX en 
la, + ae Jei Jei l 


l Ä 
Führt man die früheren Bezeichnungen ein und setzt ande Ts 
iu cv 
dann kann man die »v-te Gleichung des Systems folgendermaßen an- 
schreiben: 


— Yo Be nn Y, (P» = Te »-1ıt (ee) — Y,ıı ev — X, [07 + DR Fi /v == 


Das zweite System linearer Gleichungen geht aus der Bedingung 


A | 
a O0 hervor; diese entspricht der früheren Kontinuitätsbedingung 
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oN 

0X, 

die Längskräfte darauf keinen Einfluß und es gilt unverändert die 

Gleichung (7a) des I. Abschnittes in entsprechend vereinfachter Form: 
> Vs dee ee NE Oy =. RO Ar a: Va d, + A, Ay = 

D — A 

= oo A Sur = ; : 

aueh 

Berücksichtigt man in beiden Gleichungssystemen das unveränder- 

liche Trägheitsmoment im Ständer und ebenso unveränderliche Quer- 

schnittsfläche, dann lauten die beiden »v-ten Gleichungen wie folgt: 


für die n Schnittstellen des Rahmenständers; da 





—= (U ist, haben 


D. yv x 








2 H, 
= ae m En Y, 1 ir et A 2 m) — Yet MEER, z. yv)+ Xyri = = ’ 
oO 
wobei 
DNEAER 
Yo +bU+P+ Khan K2U+ +0. 
Diese beiden Gleichungssysteme entsprechen einer simultanen, in- 
homogenen Differenzengleichung mit zwei Reihen von Unbekannten 
Y, und X,. Für eine partikuläre Lösung macht man den Ansatz 


&’—=ä und 7, =b und bekommt durch Koeffizientenvergleichung 
a DE und b= See 
A 7) 1(6-+ 9) 

Bezeichnet man mit &, und 7, die Lösungen der zugehörigen 
Systeme homogener Gleichungen, muß man zur Auflösung dieser 
simultanen Differenzengleichung den Ansatz machen 

ENT 

= Br’ 
und erhält nach Kürzen durch r” die zwei Gleichungen zur Bestim- 
mung von r und des Verhältnisses A:B: 





9 
B m li est 2 m)r—mı? +Al—(1+ y)r+r3)] — 
B[—-1+(1+wr+A[+1—21+Wr+r]=0. 

Sollen diese Gleichungen ein von Null verschiedenes Lösungs- 
system besitzen, so muß ihre „charakteristische Gleichung“ erfüllt 
sein: 


—n+(1 +2 y+2m)r—mn — (l+yr+r? 
ee Ne a Ey) DATE 


Aus dieser Determinante ergibt sich eine biquadratische Gleichung, 
die nur dann leicht aufgelöst werden kann, wenn sie reziprok ist, 
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: 4 1 a ; 
indem man für (7 > = =z eine neue Unbekannte einführt; diese 


Reziprozität ist nur dann vorhanden, wenn auch die Differenzengleichung 
reziprok ist, wenn also das Tragwerk durchwegs konstante Grund- 
maße hat. Bezeichnet man die absoluten Werte der 4 Wurzeln mit 
r, bis r, dann lauten die allgemeinen Lösungen: 
X, = at = 19 A] er + (— 19% A, Yo” ar == 22 A, 1," ie er 11a A, Tıs 
Y,=b+(-1PBr"+(—- 1 Br” + (— 1 Br,’ + (— 1 B, tr”. 
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen die Randwerte 
beider Reihen von Unbekannten: 
UV — U SEE X sn sund Yo=yo 
die man vorläufig als bekannt annehmen muß, 
ULePE esEN U under, 0; 
infolgedessen lauten die Konstantenbedingungen: 
A ara FAT Ar, 

(6) —ä — (— 1)" A, a + (— 1) A, 1 4 (— 1)" A, TE n— (— 1)" A 
Y,=-b+B,+B,+B,+B, 

O=b + (— y,2 Dı Ir E= (— 1)" B, Laı 1 (— I B, Tan -— (— IN Di EA 
Eine genaue Auflösung dieser 4 Gleichungen wird mit ziemlicher 
Mühe verbunden sein, man wird sich aber durch Vernachlässigungen, 
die außerhalb der zulässigen Genauigkeit liegen, viel Arbeit ersparen 
können. Für alle praktisch vorkommenden Fälle werden zwei Wurzeln, 
z.B. r, und r, so klein sein, daß man die Glieder mit r,® und r," ohne 
weiteres streichen kann. Ferner ist 

EULAR et BEER, 
os l+A+tpr 
damit ergeben sich die Konstantenbedingungen in einer einfacheren 
Form wie folgt: 
=3+A,+A;+A;+A, 
Y=b+ 0A, +0A2+ 0A; + aA 
0=(—1pä+ Art + A,ra 
Ola) 700, A515 1,04 Aura. 
Aus den beiden letzten Gleichungen lassen sich leicht die Konstanten 
A, und A, bestimmen; es ist 
(—-1Pra(2 — 0) 





AZ 0on, 








Ay 
i (02 — 04) To" 
u _ MER 
(0: — Qu) Ya" 


wenn man berücksichtigt, daß b=2ä war. Hat man einmal zwei 
Konstante bestimmt, bereitet die Ermittlung der übrigen und damit 
die Berechnung des ganzen Momentenverlaufes keine Schwierigkeiten 
mehr. 


EEE 
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Beispiel. 


Für den früheren Stockwerkrahmen war »—=3 und m sei mit 0,003 an- 
genommen; dann ist 








— 0,003 + 3,006 r — 0,003 r2, ir Zeige 0 
ar 1—8r+n72 | 
die Determinante ergibt ausgerechnet 
1+33r +31? +33? + rt —=0, 
führt man (: = = — z als neue Unbekannte ein, erhält man 
z2 + 3232 + 2349 — 0 
und daraus 
zı=—1,444 und z, = — 315,556. 
Nun ist 
r, = — 0,0033, 1, = — 315,555, 17, = — 0,137, 1, = — 7,307. 
Ferner ist 
R& 1—-8r+nr 
5 11 Ar # 
Damit bekommt man 
B, = 0A, B, = 05, B, = 054; B,= A, 
0 = 1,013 02 = 80,825 0; — 1,366 04 — 3,133 
a ER NR 1,5 wenn g = 1,5 ton/m angenommen wird 


A, wird ohne weiteres gleich Null zu setzen sein, da r, = 315,553 und r,? 
sehr groß wird. 
1,5 - 78,825 _ ar s 
77,092 1,5? log A, = 0,86704 — 5, 
daher liegt auch A, außerhalb der üblichen Genauigkeit. Die Konstanten- 
bedingungen lauten jetzt folgendermaßen: 

Y=b+ o,Aı+ 03A;. 

Da.aber die Randwerte X, und Y, nicht bekannt sind, müssen die nullten 

Gleichungen der beiden linearen Systeme herangezogen werden. Dieselben lauten: 


2 ® 
Yli+zP+m)-Ym-Xd+ 94% 





N 


l 
A+WU- RU WHR- 
Für X, und Y, lautet die Lösung der simultanen Differenzengleichung, wenn 
A, und A, gleich Null sind: 
X, =3— Ann —Agr; 
Y,=2ä-— o,Aır, — 03AsrT;5- 
Setzt man in die nullten Gleichungen die Werte für X, X,, Y, und Y, ein, 
so erhält man zwei Gleichungen, die als Unbekannte nur A, und A, enthalten. 
Für das gegebene Beispiel lauten diese Gleichungen: 
3,003 (3,000 + 1,013 A, + 1,366 A,,) — 0,003 (3,000 — 1,013 - 0,003 A, — 1,366 - 
- 0,137 A,) — 4,000 (1,500 + A, + A,) + 1,5 — 0,003 A, — 0,137 A,=4,5 
4 (3,000 + 1,013 A, + 1,866 A,) — 7 (15 + A, + A;) + 1,5 — 0,008 A, — 
— 0,137 A, = 4,5 
oder 
0,961 A, + 0,085 A, = 0 
1,5 + 2,951 A, + 1,673 A, = 0 
daraus ist 
A, = 0,085 und A, = — 0,%1. 


Anhang. 89, 


Nun können die Ständerfußmomente unmittelbar bestimmt werden; es ist 


X are 1500850961 re dhlktın 
N dann A, = 15.1.0,137.0,961° 04.1.6532 tm 
Rear 150018 — + 1,484 tm 


X,=3— rn? A, — TA, — TA, = 1,5 — 0,029 = + 1,471 tm 
X, &trrA, Hril, FrA,=15+0210 = + 1,410 tm 
Y. = 3,000 + 0,035 — 1,313 — + 1,722 tm 
Y, = 3,000 + 0,180 — + 3,180 tm 


5 


Der Vergleich mit den entsprechenden Werten ohne Berücksichtigung der 
Formänderungen, die durch die Längskräfte hervorgerufen werden, zeigt, daß 
man,berechtigt ist, die statisch unbestimmten Größen nur aus den Formänderungen 
der Biegungsmomente zu berechnen. 


Anhang. 
(Stockwerkrahmen bei Brückenportalen.) 


Die bis jetzt betrachteten Stockwerkrahmen waren alle mit den 
Ständerfüßen unverdrehbar eingespannt. Bei Brückenportalen kann 
es häufig vorkommen, daß auch das unterste Fach als vierseitiger, 
geschlossener Rahmen ausgebildet ist und das so entstehende Trag- 
werk frei aufliegend gelagert gedacht werden kann. Alle abgeleiteten 
Formeln sind natürlich auch für. dieses Tragwerk, das ja statisch 
mit dem früheren identisch ist, anwendbar; das nullte statisch be- 
stimmte Grundsystem, das ‚früher ein rahmenartig geformter, frei 
aufliegender Träger war mit der Höhe h,, schrumpft jetzt zu einem 
gewöhnlichen Balkenträger zusammen. Dies drückt sich statisch so 
aus, daß J,. =0, daher y,= © wird. Ferner ergibt sich 











1 1 j a+ı , 
0 = 0 _— 0 —— nit Yo — 2 ; 
B, = ® zer 0, ebenso Br Yo 2 5 5 Yo 
hot = Yo Ar ERR 
Yo 


Damit lautet das Gleichungssystem (8) für den Stockwerkrahmen: 


\ Die D. 
I a -r |! 3) Hull! 3.) - a, 1 34) h 3 


Die frühere nullte Gleichung dieses Systems ist jetzt bedeutungs- 
los geworden, da X, und ebenso Y, im Tragwerk nicht mehr vor- 


kommt. Durch Berücksichtigung dieser Spezialisierung bekommt man 
aus (6a) auch Y, mit 








1 ® 
Y= 2, Rp N” RN 
1 
Dieselben Einführungen hat man zu treffen, wenn es sich darum 
handelt, für einen unsymmetrischen Belastungsfall die Gleichungs- 
systeme der S, und der D, aufzustellen. 
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